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 مقدمه
 
 
 
 

ــه ســوی ریاضــیات عــالی و     ریاضــیات لااقــل در دو جهــت قابــل توســعه اســت، یکــی ب
هایی با تجرد و سادگی       دگی متزاید و دیگری به سوی مبانی ریاضیات و شالوده         ساختارهایی با پیچی  

 .کند جهت اخیر، فلسفۀ ریاضی را مشخص می. هر چه بیشتر
البتـه در  (خواهیم به چیستی ریاضیات بپردازیم و بنیادهایی بـرای آن    در فلسفۀ ریاضی می  

یاضی، کاربرد ریاضی و آمـوزش      شامل اکتشاف ر  (بیابیم، ریاضی ورزیدن خود را      ) صورت وجود 
گذاری کنیم، معرفت ریاضی را صراحت بخشیم، به رابطۀ بین ریاضـیات          توصیف و ارزش  ) ریاضی

که آیا ریاضیات ارائه دهندۀ حقایق تردیدناپذیر است یا خیـر بپـردازیم، منطـق     و دنیای طبیعی و این  
هـای خـود معنـی و نظـم بخشـیم و       ها را شناسایی کنیم، تلاش نماییم به تجـارب و آگـاهی      استدلال

طلبـد    ها، اندیشه می     البته تمام این   .بالاخره جایگاه ریاضیات را در میان معارف بشری مشخص کنیم         
   .پردازد ها به کنکاش می هایی از آن و این کتاب در مورد جنبه

هـای اساسـی کـه ریاضـیات در دوران زنـدگیش پشـت سـر             در ابتدا اجازه دهید از بحران     
 : است یاد کنیمگذاشته

فیثـاغورس یـک    .  روی داد  فیثـاغورس بحران اول در قرن پنجم قبـل از مـیلاد و در زمـان               
اعضای این انجمن موسوم به فیثاغوریان معتقد بودند که هر دو کمیت            . انجمن برادری تأسیس کرد   

 یا  گنجد،   هستند یعنی مقیاس واحدی وجود دارد که در هر دو به تعداد صحیح می              متوافقهمجنس  
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امـا کشـف غیرمنتظـرۀ نـامتوافق        . به عبارت دیگر نسبت هر دو کمیت همجنس یک عدد گویاست          
ی را که مبتنی بر ایدۀ شناخت جهان به کمک          سبودن قطر و ضلع یک مربع، اساس حکمت فیثاغور        

 یونـانی  ائودوکسـوس ایـن بحـران توسـط       .  متزلـزل کـرد    ،اعداد طبیعی و نسبت این اعداد با هم بود        
 .ها، برطرف گردید ها و تناسب م با ارائۀ یک نظریۀ دقیق در مورد کمیت. ق370در

 و بـه  لایبنیتـز  و نیـوتن  توسـط  حسـابان بحران دوم در اواخر قرن هفدهم و بعـد از کشـف     
حسابان، دقت در مبانی آن را تحت تـأثیر         » ابزار«قدرت  . دنبال کاربردپذیری چشمگیر آن روی داد     

هـای حسـابان آشـکار      سسـتی پایـه   اسقف بارکلی  به ویژه با انتقادهای      قرار داده بود ولی به زودی و      
 و دیگـران در     وایرشـتراس ،  کوشـی در قرن نوزدهم با کارهـای       ) شامل حسابان (بنیان آنالیز   . گردید

های دقیق حد، پیوستگی، مشتق پـذیری و انتگـرال پـذیری بازسـازی شـد و ایـن بحـران                 ارائۀ نظریه 
 .مرتفع گردید

 نوزدهم، بحران سوم، با ضربه به شهود بصری توسط خم  فضا پرکن پئـانو،                در اواخر قرن  
منحنی پیوستۀ هیچ جا مشتق پذیر وایرشتراس و تابعی حقیقی که روی اعداد اصم و فقط روی ایـن                   

 کـه مبـانی نظریـه       کـانتور  و   راسـل اعداد پیوسته اسـت، شـروع شـد و بـا کشـف پـارادوکس هـای                  
ایـن بحـران منجـر بـه بـازنگری در نظریـۀ       .  در آوردند، ادامه یافـت    ای ریاضیات را به لرزه      مجموعه
تر به عنوان بنیان ریاضیات و نیـز تکـوین            های بسیار دقیق     و ارائۀ نظریۀ مجموعه    کانتورهای    مجموعه

  .منطق ریاضی شد و متعاقب آن مکاتب گوناگون پدید آمدند
 نظـری و کارآمـدی      هـای   بـه خصـوص نسـبت بـه بنیـان         (هـا را شـک        شالودۀ ایـن بحـران    

هــا،  تشــکیک آراء گذشــتگان اســاس بســیاری از نــوآوری . داد تشــکیل مــی) هــای موجــود نظریــه
 بـه مرکزیـت زمـین،       کوپرنیـک . ها، باروری اندیشه و ژرف نگری در علم و فلسـفه اسـت              اکتشاف
ه اصل   ب لوباچفسکی به قانون طرد شق ثالث،       ویچ  لوکازیهتر،    تر اجسام سنگین     به سقوط سریع   گالیله
هـایی همچـون    شک به یقـین . شک کردند...  به خاصیت جابجایی ضرب و    همیلتون،  اقلیدسپنجم  
ارائه شده (نهایت کوچک  مقادیر بیوجود ، وجود اتر، عدم )کاردانارائه شده توسط  (−1عدم 

ای بـدون مسـاحت   ه مجموعهوجود ، وجود فقط پنج سیاره در منظومه شمسی، عدم     )بارکلیتوسط  
 .علم را دگرگون ساخت... در صفحه، کوچکتر بودن جزء از کل و 

 تاریخ نشان داده است یقینی که بدون گذشتن از پل شک بـه دسـت آمـده باشـد از نظـر                      
شک، سؤال برانگیز و دردآور است و فلسفه را به خاطر ایـن سـؤالات و نـه                  . ارزش است   فلسفه کم 
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زندگی فقط زیستن در جواب سؤالات نیست، بلکه همزیستی با          . کنیم  یلزوماً یافتن پاسخ، مطالعه م    
جهان برای کسی که سؤالی ندارد متناهی، کراندار، معقـول، همـراه            . باشد  سؤالات حل نشده نیز می    

 !با اصول بدیهی و حقایق معین بوده و در نتیجه آرامش بخش است
ــته  ــفۀ  در تهیـــۀ ایـــن کتـــاب از دســـت نوشـ ــتادهـــای شخصـــی، درس فلسـ  دکتـــر اسـ

سمینارهای  و نیز پروژه ها و        اطلاعات روی شبکه جهانی وب     ،پورعبداالله، مقالات، کتب    محمدعلی
 . ام  کمک گرفتهن، که متأسفانه ذکر نام آنها در اینجا میسر نیست،دانشجویا

ای از مباحث گوناگون است که ضمن تدریس فلسفه ریاضی از سـال               این کتاب مجموعه  
هـایی از آن ترجمـۀ آزاد       ضی دانشگاه فردوسی مشهد فراهم شده است و بخـش          در گروه ریا   1375

مشـاهده  در ایـن کتـاب       هر چند مرز مشخصـی بـین ترجمـه و تـألیف              ،بعضی از متون فلسفی است    
این کتاب مدعی هیچ یک از موارد جامع بودن، مـانع بـودن، درسـتی قطعـی، یکنـواختی                   . شود مین

ای از مطالبی است که برای نگارنده این سطور جالب بـوده و       عهنیست، چرا که مجمو   . . . مطلب، و   
 .خواسته است دیگران را در این لذت شریک نماید

، P. Maddy    و Foundation of Mathematics (FOM)از اعضـای گـروه      
R. Hersh ،P. Ernest ،H. Field و V. Kanovei  و نیــز جمعــی از ، دانشــجویان عزیــز

. ای که با ایشان داشتم، کمال امتنان را دارم          های فلسفی و آموزنده     ه خاطر بحث  همکاران ارجمندم ب  
محمد صـادق   دقیق نسخه اولیه کتاب، از آقای       مطالعه  ، به خاطر    دکتر مریم امیاری  خانم  از همسرم،   

دکتــر  ظریفانــه و ســرانجام از آقــای آرایــی  بــه خــاطر تقبــل زحمــت تایــپ و صــفحهعــامر پایهــان
 .         به خاطر پیشنهادات ارزنده و دقت نظر در ویراستاری، صمیمانه سپاسگزارم مجیدمیرزاوزیری

                                                                                                              
 محمد صال مصلحیان  

 دانشگاه فردوسی مشهد
                                                                                                       1384  
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 فصل اول
 
 
 

 شناسی ریاضیات هستی
 
 
 
 

ــواین ــتی  ک ــر در هس ــه منظ ــی   س ــیات (شناس ــفۀ ریاض ــت ) فلس ــل اس ــع: قائ ــی واق  گرای
 گرایـی  شـهود  و گرایی صورت ،گرایی منطق که مکاتب گرایی مفهوم و گرایی نام،  )گرایی  افلاطون(

 .ها هستند به ترتیب ناظر به آن
های نامتنـاهی، خـط، دایـره،         گرایی، اعیان ریاضی مانند عدد، مجموعه       در مکتب افلاطون  

بیـرون از فضـا و زمـان و بیـرون از اندیشـه و مـاده ، در                   ... مکعب چهـار بعـدی، فضـای هیلبـرت و           
 ـ   (قلمروی مجهول و مجرد      ، و مسـتقل از هرگونـه آگـاهی فـردی یـا اجتمـاعی               )لموسوم به عالم مثُُ

پذیرند و خواصی دارند که       اند، تغییر نیز نمی     این اشیاء ازلی و ابدی هستند، خلق نشده       . وجود دارند 
قضـایای  . سـت اهـایی      رهنمای مـا بـه چنـین هسـتی         عقل. برخی بر ما معلومند و بعضی هنوز نامعلوم       

هر سؤال با معنـی     . های قطعی استنتاج، یقینی هستند      شیوهریاضی، پیشینی، ضروری و به علت وجود        
در ریاضیات جوابی دارد که ممکن است به علت ناقص بـودن معرفـت مـا فعـلاً قابـل جـواب دادن                       

دارد که چه بخواهیم و چه نخواهیم خـود را بـر مـا     گرایان ریاضیات احکامی به زعم افلاطون . نباشد
110عدد  . کند  تحمیل می  1010 دهـد بـا     یا اول است یـا نیسـت، گرچـه عمـر همـه مـا کفـاف نمـی                 +

شمارش به آن برسیم ، ولی به هر حال حتی قبل از نوشتن این عدد، اول بودن یا اول نبودنش تعیـین       
کنیم زوج است و نه به این خاطر           زوج است، اما نه به این خاطر که ما فکر می           2عدد  . است  گردیده

یـک  .  گرفته یـا ترتیـب یافتـه اسـت، بلکـه بـه ایـن دلیـل کـه چنـین هسـت                       که عقل ما چنین شکل    
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شـناس، یـک    کننده نیست، بلکه به مثابۀ یک دانشمند تجربی، مثلاً یک زمین     دان، یک ابداع    ریاضی
البته اگر او شانس نیاورد و نیابد، دیر یا زود          . یابد  چه را از قبل وجود دارد، می        مکتشف است که آن   
: است های خود آورده  در یکی از اولین نوشتهراسل. کرد ی این کار را خواهد خودش یا کس دیگر   

ما اعداد را . حساب باید همان طور کشف شده باشد که کریستف کلمب هند غربی را کشف کرد     «
 ».ایم همچنان که کلمب هندیان را نیافرید نیافریده

ن باید شهامت پایبندی    ریاضیدا« :گفت  وی می .  یکی از طرفداران این مکتب است      رنه تام 
کرد که ساختارهای ریاضـی، وجـودی         در آن صورت تصدیق خواهد    . به عقاید خود را داشته باشد     

تردید با صورت وجـود       صورت این وجود بی   . اندیشد  ها می   دارند مستقل از ذهن شخصی که به آن       
بـا وجـود عینـی    ملموس و مادی جهان خارجی تفاوت دارد، ولی با این همه به نحوی دقیق و عمیق      

هـای مغـز باشـد        ثمر و محصول تصادفی فعالیـت       مرتبط است، زیرا اگر ریاضیات فقط یک بازی بی        
توان توضیح داد؟ ریاضیات نه تنهـا   چون و چرای آن در تشریح جهان را چگونه می    پس پیروزی بی  

ناپـذیر در     دیـد تر اما تر    شود، بلکه به شکلی نهفته      در قوانین خشک و مرموز طبیعی آشکارا دیده می        
هـا   جانان و بودی و نابودی تقـارن آن      ها در جهان جانداران و بی       توالی نامتناهی و تفنن آمیز صورت     

رغم ظاهرش،    ، علی )در مورد ساختمان عالم   (چنین است که فرض افلاطونی مثُلُ       . کند  نیز تجلی می  
دانـان در هـر لحظـه         ریاضیرود، ولی     شمار می   ترین فرض به    ترین و از لحاظ فلسفی اقتصادی       طبیعی

دان بـیش   اعتقاد به وجود جهان مثـالی، ریاضـی  با . تنها یک تصور جزیی و ناقص از عالم مثُلُ دارند    
وی خواهـد توانسـت کـه مسـألۀ سـازگاری را           . های صوری نخواهد بـود      از حد نگران حدود روش    

و نسبت غایی ایمان ما بـه راسـتی   فراموش کند زیرا عالم مثال از امکانات عملی ما بسیار فراتر است          
 ». در شهود ما جای دارد،یک قضیه

 اسـت کـه در آن      گودلای    گرایی نظریه مجموعه    گرایی، افلاطون   قرائتی دیگر از افلاطون   
های نامتناهی، که همواره در برابر تجارب متناهی بشری، وجودشان، جایگاهشـان و نحـوه                 مجموعه

در این دیـدگاه    . ست، واقعیتی غیر فیزیکی و صرفاً ریاضی دارند       ها مورد سؤال بوده ا      دستیابی به آن  
پـذیر و   شوند یا در ارائۀ نتایج تصدیق     وجود مفاهیم و اصولی که برمبنای شهود ریاضی ما توجیه می          

بیـنم کـه      من دلیلـی نمـی    «:گوید  گودل می . شود  دادن نتایج جدید کارایی دارند پذیرفته می        به دست 
ادراک، یعنی شهود ریاضی، کمتر از ادراک حسـی عقیـده داشـته باشـیم، آن                چرا باید به این گونه      

کنیم و انتظار داشته باشیم که ادراکات حسـی      های فیزیکی را بنا     دارد تا نظریه    شهودی که ما را وامی    
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توان پاسخ    باور داشته باشیم سؤالی که اکنون نمی      باید  علاوه،    دهد، و به    ها سازگاری نشان    آتی با آن  
هـای    مزاحمـت پـارادوکس   . معنایی دارد و ممکن است در آتیه بتوان پاسـخی بـرای آن یافـت              داد،  

هـای احساسـی بـرای        ها برای ریاضیات خیلـی کمتـر از دردسـری اسـت کـه فریـب                 نظریه مجموعه 
 ».فیزیک دارند

گرایـی،    نـوع دیگـر واقـع     . شـود   گرایی خام خوانده می     گرایی گاهی واقع    دیدگاه افلاطون 
گوید آن اشیاء ریاضی وجود دارنـد کـه بـرای بهتـرین               پاتنام است که می   -کواین  علمیگرایی    واقع

همـان وجـه کـه مـثلاً وجـود الکتـرون در فیزیـک            ناپذیر هستند، بـه     نظریۀ ما در مورد جهان اجتناب     
هـای انجـام گرفتـه        بینـی    بـا تأییـد پـیش       هـای علمـی     زعـم ایشـان وقتـی نظریـه         بـه . است  پذیرفته شده 

ایـن دیـدگاه    . شـود   ناپذیر از نظریه است، تأیید می       شوند، ریاضیات نیز که بخشی اجتناب      می  پذیرفته
هـای نظـری      گرایی نظریه مجموعۀ گودل و به کمـک مکـانیزم            با ترکیب با واقع    پنلوپ مدی توسط  
 .شناختی بازسازی شد عصب

گرایی، مدی وجودی فیزیکـی بـرای         درشکلی دیگر از افلاطون   
هـای   بر طبق نظر او، مجموعـۀ متشـکل از کتـاب    . ودش  ها قائل می    مجموعه

یک قفسـه کتـاب در همـان قلمـرو زمـانی و مکـانی قـراردارد کـه خـود                     
شـناختی    گوید که مغز مـا از لحـاظ عصـب           وی می . جا هستند   ها آن   کتاب

هـا    اسـت کـه مـا را قـادر بـه درک مجموعـه             » یـاب   مجموعـه «دارای یک   
  .کند می

گرایـی     افلاطـون  ، موسوم به  بلاگور.مایی، ارائه شده توسط     گر  در قرائتی دیگر از افلاطون    
، هر شئ ریاضی که وجودش ممکن باشد، واقعاً وجود دارد و هر نظریۀ ریاضی سـازگار،                 تمام عیار 

 .کند بخشی از واقعیت ریاضی را توصیف می
ای بـا واقعیـت مـادی     چنـین فلسـفه  : چند ایراد به دیدگاه کلاسـیک افلاطـونی وارد اسـت        

گرایی علـم جدیـد       کند، تجربه   دان تماسی برقرار نمی     طی ندارد و با گوشت و استخوان ریاضی       ارتبا
ورزد، امـا     اصرار می » وجود نامتجانس دو واقعیت فیزیکی و ریاضی      «کند و در پذیرفتن       را نقض می  

ل فلسفۀ افلاطونی دنیایی آرمانی و مستق     . دهد  در چگونگی تأثیر متقابل این دو بر هم توضیحی نمی         
تواند با    ها انسان می    هایی که به وسیلۀ آن      کند اما درباره مکانیزم     از تفکر و فعالیت انسانی را ثابت می       
 .گوید آن دنیا رابطه برقرارکند چیزی نمی

 پنلوپ مدی
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 ،اشـیای محسـوس   به   تصور اشیای ریاضی به مثا     ،های نااقلیدسی   همچنین با پیدایش هندسه   
 .جای خود را به تمیز ریاضیات و واقعیت داد

گرایـی هـیچ      بـر طبـق نـام     . گرایـی قـرار دارد      گرایی و مفهوم    دیدگاه افلاطونی در برابر نام    
مستقل از زمان و مکان وجود ندارد، اشـیاء ریاضـی تخیلاتـی بـیش               به طور مجرد و     موجود ریاضی   

422« و مـثلاً  ،معنـی اسـت   نیستند و صحبت از صدق جملات ریاضی بـی      ن انـدازه  بـه همـا   » +=
اشیاء و مختلف گرایان وجود فیزیکی خواص  نام. »رستم پسرش سهراب را کشت   «درست است که    

هـا، وجـود      ایشان، دقیقاً بر خـلاف افلاطـونی      . پندارند  ها را وهم می     ها را ردکرده، آن     روابط بین آن  
گویند موجودات    یگرایان م   در حالی که مفهوم   . را خیر » قرمزی«پذیرند، اما وجود      اشیاء قرمز را می   

 .آیند دست می مجرد وجود دارند و توسط فعالیت ذهنی به



 
 

 فصل دوم
 
 
 

 گرایی منطق
 
 
 
 

پئــانو نظریــۀ اعــداد طبیعــی را اصــل موضــوعی ســاخت و قــدم اصــلی را بــرای حســابیدن 
وی سه مفهـوم اولیـه صـفر، عـدد و تـالی را              . ریاضیات، یعنی تحویل ریاضیات به حساب، برداشت      

مقصود از عدد، عدد طبیعی و منظور از تالی، عدد بعدی در ترتیب طبیعی بود، مثلاً یک                 (رد  ارائه ک 
اصـول  موسوم بـه    (سپس پنج اصل موضوع زیر    ). هذا  علی  تالی صفر است، دو تالی یک است و قس        

  :کرد را وضع)پئانو
 .صفر یک عدد است) الف
 .تالی هر عدد، یک عدد است) ب
 .صفر تالی هیچ عددی نیست) ج
 .هیچ دو عدد متفاوتی دارای تالی برابر نیستند) د
هر خاصیتی که به صفر و به تالی هر عـدد دارای آن خاصـیت              ) ه

ترتیب   این  به). اصل استقرای ریاضی  (متعلق باشد، به همه اعداد متعلق است        
 s(n)ی به تـالی آن یعن ـ  nتوانیم رشته اعداد طبیعی را با شروع از صفر و گذر از یک عدد مانند                می

  .در دست داشته باشیم
 قـرار  mرا برابـر     o+m ، عـدد   mدرواقع به ازای هر     . جمع به سادگی قابل تعریف است     

 تعریـف   s(m+n) یعنـی    m+n را برابـر تـالی       m+s(n)داده شـده باشـد،       m+nدهیم و اگـر       می

 وپئان
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تـوان همـه قضـایای حسـاب          یشـود و بـه دنبـال آن م ـ          ضرب نیز به طور مشابه تعریف مـی       . کنیم  می
 .را اثبات نمود) مقدماتی(

کـه دسـتگاه قیاسـی وی قابلیـت پـذیرفتن تعـدادی               کار پئانو ایراداتی داشت، از جمله این      
یک تعبیر این است که صفر را به معنی صد، عدد را به معنای اعداد طبیعی                . نامتناهی تعبیر را داشت   

در ایـن صـورت هـر پـنج اصـل           . گیـریم   مـولی آن مـی    بزرگتر یا مساوی صد وتالی را به معنـای مع         
توجه کنید که صد تالی نود و نه نیست زیرا در این الگو             (موضوع پئانو، احکام صادقی خواهند بود       

 !).نود و نه عدد نیست
. بر طبق نظر راسل، در دستگاه پئانو چیزی برای تمیزدادن الگوهای متفاوت وجود نداشت    

. خـواهیم بـه معنـای صـد باشـد            باشد، به ویژه نمی    چه باید » صفر«دانیم    ما می 
. خـورد  دستگاهی که در آن صفر به معنای صـد اسـت بـه درد زنـدگی نمـی         

خواهیم اعدادمان چنان باشند که بتوانند برای شمارش اشیای معمـولی بـه       می
 .کار روند

و ( به منطقیدن حساب، یعنی تقلیل حساب به منطق          فرگه 1884در  
همـت گماشـت و اولـین       ) ، در واقع منطقیـدن ریاضـیات      انوپئبا توجه به کار     

گرایانه به ریاضـیات       یک رهیافت افلاطون   کواینگرایی، که به عقیدۀ       مکتب ریاضی را به نام منطق     
کـه ریاضـیات    هدف این مکتب تحویل ریاضیات به منطق بود، یعنـی اثبـات ایـن           . بود، تأسیس کرد  

  .است) جدید و نه سنتی(ای از منطق  شاخه
طـور     عدد چیزی است که مشخصه اعداد است همان        فرگهبه زعم   

 نمونـه ای از عـدد       3یک عدد خاص مانند     . ها است   که انسان مشخصه انسان   
 3خود عدد   .  است، و نه عدد    3ای از عدد      است و یک گروه سه نفری نمونه      
فرگه صـفر   . های سه عضوی مشترک است      چیزی است که بین همۀ گردآیه     

 را گردآیـــۀ متشـــکل از همـــه 1کل از مجموعـــۀ تهـــی، را گردآیـــۀ متشـــ
هـای دو      را گردآیـه متشـکل از همـۀ مجموعـه          2عضوی،    های تک   مجموعه

  .تعریف کرد... عضوی و 
گرایـی درحـدود    در واقـع منطـق   . ها، توسط راسل دوبـاره کشـف شـد          حال همۀ این    با این 

ان دهند تمام ریاضیات کلاسیک     کردند نش   این دو نفر سعی   .  توسط راسل و وایتهد تنقیح شد      1910

گوتلوب فرگه

 برتراند راسل
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ها و این نظریـه در جـای خـود از اصـول موضـوع                 بود از نظریۀ مجموعه     که تا آن زمان شناخته شده     
که این اصـول موضـوع متعلـق          شود و بالاخره این     ها مشتق می     آن اصول ریاضیات مذکور در کتاب    
 .به منطق هستند
ها  اما برنامۀ آن. پذیری را به کار بردند    قلیلگرایی نظریۀ انواع و اصل ت       ها در ارائۀ منطق     آن

های نامتناهی وجـود دارنـد یـک حکـم منطقـی              ناقص بود، زیرا مثلاً این اصل موضوع که مجموعه        
در واقـع   . نبـود ) با عمومیت کامل که صدقش در پرتو صـورتش باشـد نـه محتـوایش                یعنی حکمی (

نـاهی ماننـد مجموعـه اعـداد طبیعـی یـا            هـای نامت    پذیرش این اصل به خاطر آشنایی مـا بـا مجموعـه           
همین وضعیت  . مجموعه نقاط فضای سه بعدی بود، یعنی بر مبنای مضمون این اصل، نه صورت آن              

مشکل دیگر این بـود کـه فرآینـد اسـتخراج قضـایا از اصـول                . در مورد اصل انتخاب نیز برقرار بود      
بـه ایـن ترتیـب،      . یاضیات منطبق نبـود   آور بود و با دید شهودی ما از ر          منطق، طویل، پیچیده و ملال    

 .گرایی در ارائه قواعد و اصول زیربنایی ریاضی شکست خورد منطق
گرایـی، شـهودگرایی یـا        صـورت : های اصلی فلسـفه ریاضـی عبارتنـد از          اکنون جریان   هم

 .گرایی  گرایی، و انسان ساخت





 
 

 فصل سوم
 
 
 

 گرایی صورت
 
 
 
 

او . ای خـاص بـود       وضع هندسه بـه شـیوه      ،ز میلاد  در حدود سه قرن قبل ا      اقلیدسشاهکار  
ای از اطلاعات متفرق بـود        های هندسی را که تا آن زمان مجموعه         توانست ارتباط منطقی بین گزاره    

گرفـت، بـه      ها مـورد اسـتفاده قـرار مـی          و توسط مصریان و بابلیان بدون هیچ دلیلی برای درستی آن          
 .ددست دهد و بنیانی سازگار برای آن ارائه کن

هـا قابـل      چون دور و تسلسل در منطق متعارف باطل است پس چنین نیست که همۀ گزاره              
ها را بدون اثبات و بعضـی مفـاهیم را بـدون              لذا باید بعضی گزاره   . اثبات و همۀ مفاهیم قابل تعریفند     

در واقع او مفاهیم هندسی را به کمک تعـدادی مفهـوم اولیـه ماننـد جـزء، طـول،                    . تعریف پذیرفت 
داد کـه     بـرد، تعریـف نمـود و سـپس نشـان            ها را بدون تعریف به کار مـی         که آن ...  هموار و    عرض،

تواند از    می) وجه واضح نبود    ها به هیچ    که درستی بعضی از آن    (چگونه حدود پانصد گزارۀ هندسی      
 .شوند، نتیجه شود پنج اصل معین که بدون اثبات پذیرفته می

 کار گرفته شد و بعدها، به خصوص از اواسـط            به نیوتن و   ارشمیدسروش اقلیدس توسط    
برای تـدقیق، تجزیـه، تحلیـل و    ) تجربی و انسانی(های ریاضیات و علوم       قرن نوزدهم، در بقیۀ شاخه    

این روش، شیوه   . تفهیم اطلاعات و نیز تجرید شهود ما، به تدریج مورد توجه و استفاده قرار گرفت              
آید دسـتگاه اصـل       چه از اعمال آن به دست می        نشود وآ   خوانده می ) روش قیاسی (اصل موضوعی   

 .شود نامیده می) یا قیاسی(موضوعی 
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ریاضــیات بــه روش اصــل موضــوعی اســت  ) هــای شــاخه(مکتبــی کــه هــدفش تأســیس 
 .در اوایل قرن بیستم تأسیس شداین مکتب توسط دیوید هیلبرت . شود گرایی خوانده می صورت

خارج از ذهـن مـا      گویند هیچ شئ ریاضی در        گرایان می   صورت
... ، بیضـی، فضـاهای متـری و         2چـون نقطـه، عـدد         مفـاهیمی . وجود ندارد 

ریاضـیات چیـزی   .  است و تنها روی کاغذ وجـود دارد       آفریده ذهن آدمی  
جز تعدادی اصل، تعریف و قضیه نیست، یک بازی با قوانین واضـح ولـی               

ی یـک   گرای   صورت کواینبه عقیده   . دلخواه و با نمادهای فاقد معنی است      
 .گرایانه به ریاضیات است رهیافت نام

 :ریاضیات یک علم به روش اصل موضوعی بر مبنای سه انتخاب است
هـای اسـتنتاج مطالـب        انتخاب یک دستگاه منطقی، که مبـین قـوانین منطـق و شـیوه             ) الف

ب، ایـن انتخـاب بـه تجـار       . کند  است وبه علاوه نقش زبان را ایفا می       ) به نام قضایای دستگاه   (جدید  
ــاعی و روان  ــرایط اقتصــادی، اجتم ــارات، ش ــلاک انتظ ــناختی، م ــای  ش ــاییه ــناختی زیب ــی ش  و حت

های ژنتیکی سازندۀ دستگاه وابسته است و گاه تجربـه و مشـاهده، معـین کننـده نـوع منطـق                 ویژگی
بــرای مکانیــک کوانتــومی، منطقــی کــه در آن مــثلاً قــوانین  حــاکم اســت، ماننــد منطــق کوانتــومی 

 . عاطف روی فاصل و برعکس، برقرار نیستپذیری توزیع
 که بـدون هـیچ دلیلـی ولـی گـاهی بـا              اصل موضوع انتخاب تعدادی گزاره، با عنوان      ) ب

انتخاب این اصول کاملاً دلخواه است و صحبت از صحت و سـقم             . اند  ها پذیرفته شده    ای توجیه   پاره
یـا  » حقایق بـدیهی  «ها به عنوان      ی آن به علاوه تلق  . معنی است   ها بر مبنای دنیای خارج از ذهن بی         آن

) حقـایق (اصـول موضـوع شـالودۀ تمـام قضـایای           . شود  کننده محسوب می    گمراه» حقایق ضروری «
شـوند کـه بتواننـد از         صـادق شـمرده مـی       دهند، به این معنی که فقط احکامی          دستگاه را تشکیل می   

 حقیقت باشد ولی در     همچنین یک مطلب ممکن است در یک دستگاه       . اصول موضوع نتیجه شوند   
دستگاهی دیگر چنین نباشد و لذا صحبت از حق و باطل فقط در درون یک دستگاه بامعنی است نه           

 .در دو دستگاه متفاوت
، کـه   )اصـطلاح تعریـف نشـده      (مفهوم اولیـه  انتخاب تعدادی کلمه یا عبارت به عنوان        ) ج
ها تعریـف   اه قیاسی به کمک آنشده در دستگ   شوند ولی دیگر اصطلاحات به کار برده        تعریف نمی 

البته ممکن است بتوان بعد از تأسیس یک دستگاه اصل موضوعی از یک مجموعۀ دیگـر           . شوند  می

داوید هیلبرت
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از مفاهیم اولیه و یا یک مجموعۀ دیگر از اصول موضوع نیز استفاده کرد به طوری که هر مفهوم یا                    
کـه در ایـن حالـت، دو دسـتگاه را           ها، مفهوم یا قضیۀ دستگاه دیگـر باشـد            هر قضیۀ یکی از دستگاه    

 .گویند متوافق می
ها وارد نکنیم از زبـان   هایمان را در استدلال   فرض  که پندارها و پیش     در ریاضیات برای این   

نمادی و منطق صوری برای معرفی اصطلاحات اولیه و بیان اصول و بالاخره استنتاج قضـایا کمـک                  
 .نامند ی صوری میدر این حالت محصول را دستگاه قیاس. گیریم می

باشـد یـا اصـول و         ازایی در عـالم خـارج از ذهـن داشـته            به  لزومی ندارد که مفهوم اولیه، ما     
 ریاضـیات  دیودونهبر این اساس . باشد) در برابر ذهنی(ای از جهان عینی  قضایای آن توصیف حوزه  

ده یـا نمادهـای     اما اگر بـه اصـطلاحات تعریـف نش ـ        . دانست  معنی می   را فقط ترکیبی از نمادهای بی     
دستگاه قیاسی صوری معنای خاص بدهیم به طوری که اصـول موضـوع بـه احکـام درسـت تبـدیل         

در این صورت همۀ قضایای دستگاه بعد از ترجمه . گوییم دارای یک تعبیر یا الگو هستیم شوند، می
 .شوند به زبان تعبیر، به احکام درستی تبدیل می

م اولیـه وسـپس ترجمـه اصـول و احکـام دسـتگاه و               توجه نمایید که معنی دادن بـه مفـاهی        
آوردن تعبیر، امری خارج از ریاضیات است که ممکن است با جهان فیزیکی خارج از ذهن                  دست  به
دانیم از چـه صـحبت        تطبیق بکند یا نکند، به قول راسل در ریاضیات نه می          ) البته در صورت وجود   (

 .راست استگوییم  چه می دانیم که آن کنیم و نه حتی می می
دستگاهی صوری که فقـط     . برای یک دستگاه ممکن است تعبیرهای متفاوت داشته باشیم        

 هیچ دستگاه   اسکولمای از     بنا به قضیه  . شود   خوانده می  جازمداشته باشد   ) تا حد یکسانی  (یک تعبیر   
 .که بتوان اعداد طبیعی را در آن تعریف کرد، وجود ندارد صوری سازگار جازمی 

پذیرد و بـه تجربـۀ    ایا به عنوان احکام جدید به کمک قوانین منطق صورت می       استنتاج قض 
البته شهود، محاسبه، آزمایش و خطا، و الهـام بـه حـدس یـا کشـف قضـایا کمـک                    . عینی نیاز ندارد  

 .کند می
جـا    های خـود آزادی کامـل دارد تـا آن           نشده  هرکس در انتخاب اصول موضوع و تعریف      

هایی از اصـطلاحات اولیـه        حال ما فقط مجاز به استفاده از آن خاصیت          ینبا ا . که تناقض ایجاد نشود   
 .دهند های خود هستیم که اصول موضوع به ما می در استدلال
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، مثـل قـوانین نیـوتن در مکانیـک، از           ... و     ماننـد فیزیـک، شـیمی         چنین نیست که علومی   
ی اصل موضوعی فقط بـه قـوام      ها  جا دستگاه   تجارب حسی استنتاج شده باشند، گرچه عموماً در آن        

البتــه . پردازنــد، نــه یــک دســتگاه قیاســی صــوری بخشــیدن تجــارب حســی و ارائــه یــک مــدل مــی
هــای موضــوع مــورد مطالعــه، نیازهــا، تجربــه، مشــاهده، آزمــایش، انتظــارات و ملاحظــات  ویژگــی
 ولی به هـر حـال    رسانند  شناسی به طور بنیادی ما را در انتخاب اصول و مفاهیم اولیه یاری می               زیبایی

های قیاسی در نهایت بـه کمـک فعالیـت آزاد مغـز انسـان صـورت                   ها و ساخت دستگاه     گزینش آن 
دهـد کـه اصـول موضـوع در ریاضـیات کلاسـیک               حال مطالعه تاریخ علم نشان می       با این . پذیرد  می

ین انـد کـه نظمـی سـاختاری بـه یـک موضـوع مع ـ               ای ارائه شـده     اند بلکه به گونه     دلخواه وضع نشده  
 .ببخشند

 :پردازیم  در صفحه میهندسه وقوعاینک به معرفی یک دستگاه اصل موضوعی به نام 
تعـدادی اطلاعـات پراکنـده      ) در یـک صـفحه    (شدن یک نقطه بر یک خط         در مورد واقع  

 :داریم
 .بر هر خط لااقل دو نقطه متمایز وجود دارد -1
 .گذرد  بر هر دو نقطه یک و فقط یک خط می-2
ای وجود ندارد که بر آن سه         یعنی نقطه (تمایز وجود دارد که متقارب نیستند        سه خط م   -3

 ).خط واقع باشد
 .گذرد  به ازای هر نقطه لااقل یک خط هست که از آن نقطه نمی-4
 . به ازای هر خط لااقل یک نقطه وجود دارد که بر آن نیست-5
 .شود ها واقع نمی آن سه نقطه متمایز وجود دارد به طوری که هیچ خطی بر هر سه -6
 .گذرد  به ازای هر نقطه لااقل دو خط متمایز وجود دارد که از آن نقطه می-7
 .گذرد  بر هر نقطه واقع در خارج یک خط، یک و فقط یک خط موازی آن می-*

اگر بخواهیم این اطلاعات را به روش اصل موضوعی نظم بخشیم، باید اصول موضـوع و                
 .، ذکاوت و نیز قدری شانس دارد)هندسی( این کار نیاز به شم .حدود اولیه را معین کنیم

عنـوان اصـل موضـوع         را بـه   6و2و1های    ای که در هندسه داریم، گزاره       ما بر حسب تجربه   
را بـه عنـوان     ) واقع شدن یـک نقطـه بـر یـک خـط           (کنیم و همچنین نقطه، خط و وقوع          انتخاب می 

 متشـکل از    Σسـتگاه قیاسـی صـوری از مجموعـه          بـرای ارائـه د    . کنـیم   اصطلاحات اولیه اختیار می   
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 d متشکل از حـروف      Ωها، برای نمایش مجموعه نقاط، از مجموعه         و متفرعات آن   Q و Pحروف
 وقـوع    بـرای نمـایش نسـبت      ∝ها، برای نشان دادن مجموعه خطـوط، و از نمـاد               و متفرعات آن   lو

lPپس از . کنیم  استفاده می  در ایـن صـورت بـا       . شـود   تعبیـر مـی   »  واقع است  l بر   P« به عبارت    ∝
 :استفاده از نمادهای منطقی اصول موضوع انتخابی ما عبارت خواهند بود از

)(;,)( lQlPQPQPli ∝∧∝∧≠Σ∈∃Ω∈∀ 
))(;!(;,)( lQlPlQPQPii ∝∧∝Ω∈∃⇒≠Σ∈∀ 

))(;(;,,)( lRlQlPlPRRQQPRQPiii ∝∧∝∧∝¬Ω∈∀∧≠∧≠∧≠Σ∈∃ 
ما برای نمونـه    .  به عنوان قضایای دستگاه قابل اثبات هستند       7 و   5 ،   4 ،   3های    رهاینک گزا 

 :کنیم  را اثبات می7گزاره 
 .قضیه

)(;, lPlPllllP ′∝∧∝∧′≠Ω∈′∃Σ∈∀ 
 .برهان
شـود کـه لااقـل دو نقطـه            نتیجـه مـی    (iii)از اصـل موضـوع      . گیریم   را در نظر می    Pنقطه  

 (ii)بنا به اصل موضـوع      . گذرد  ها نمی    هر سۀ آن    وجود دارند که هیچ خطی بر      R و Qمتمایز دیگر   
llاگـر  . گـذرد   مـی ′l خطـی یکتـا ماننـد     R و Pو بر    l خطی یکتا مانند     Q و Pبر    l ، آن گـاه  =′

ــۀ    ــه نقط ــه از س ــود ک ــد ب ــیR وQ وPخطــی خواه ــه ممکــن نیســت   م ــس . گــذرد ک llپ ′≠ ،
  .المطلوبفهو

. یــا نقــیض آن را اثبــات کنــیم موفــق نخــواهیم شــد* اینــک اگــر تــلاش نمــاییم گــزاره 
 .خوشبختانه این عدم موفقیت ناشی از ناتوانی ما نیست

 نتیجـه  (iii) و(ii)، (i)تـوان از اصـول موضـوع     و نه نقیضـش را نمـی  * در واقع نه گزاره   
 :نظر بگیریدبرای اثبات این مطلب تعبیرهای ذیل را در . گرفت

 )تعبیر الف
Σرا مجموعۀ },,{ CBA،Ωرا مجموعۀ  

}},{},,{},,{{ BACBCA 
 .کنیم ای تعبیر می  را تعلق نظریه مجموعه∝ و نسبت 
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ه به زبان تعبیر به احکـام درسـتی         در این صورت اصول موضوع مورد نظر ما، بعد از ترجم          
بعد از ترجمه یک حکم غلط را به دست         * به وضوح گزاره    . شوند  ها تبدیل می    در مبحث مجموعه  

 :وجود ندارد» موازی«دهد، زیرا در این تعبیر اساساً دو خط  می
∅≠},{},{ CABA I 
∅≠},{},{ CBCA I 
∅≠},{},{ BACB I 

 )تعبیر ب
Σرا مجموعۀ },,,{ DCBAو Ωرا مجموعۀ  

}},{},,{},,{},,{},,{},,{{ DCDBCBDACABA 
 .کنیم ای تعبیر می  را همان تعلق نظریه مجموعه∝و نسبت 

بعـد از   * آوریم، با ایـن تفـاوت کـه گـزارۀ             در این صورت دوباره یک تعبیر به دست می        
},{»خط« و   A» نقطۀ«مثلاً اگر   . شود  ترجمه به زبان تعبیر به یک حکم درست تبدیل می          CB   را در 

},{ی  یعن» خط«نظر بگیریم فقط یک      DA      وجود دارد که از A» و با » گذرد  می},{ CB» موازی «
 .است

 )تعبیر پ
Σــۀ },,,,{ را مجموعـ EDCBAو Ω  ــه ــام زیرمجموعـ ــۀ تمـ ــای دو   را مجموعـ هـ

},,,,{عضوی EDCBA    در . کنـیم   ای تعبیر می     را دوباره همان تعلق نظریه مجموعه      ∝ و نسبت
بعد از ترجمـه   * با این فرق که در این تعبیر گزارۀ         آوریم،    می  دست  این صورت مجدداً یک تعبیر به     

},{» خـط « و A» نقطـۀ «شـود، مـثلاً اگـر         به زبان تعبیر به یک حکم غلط تبدیل می         CB  را در نظـر 
},{متمایز» خط«بگیریم دو    DA و },{ EA      وجود دارد که از A »و بـا خـط    » گذرنـد   می},{ CB 

 .هستند» موازی«
زیـرا  (شد  بود در هر تعبیری به یک حکم درست تبدیل می       قضیۀ دستگاه می  * اگر گزارۀ   

و تعبیـر  )) پ(یـا  ) (الـف (پس با توجه بـه تعبیـر        ) نتیجۀ منطقی احکام درست، حکمی درست است      
 .نه این گزاره و نه نقیض آن هیچ کدام قضیه دستگاه نیستند) ب(
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یا نقـیض آن  * شود که اگر بخواهیم گزارۀ  های قیاسی گفته می   شناسی دستگاه   در معرفت 
بـدون هـیچ رجحـان یکـی بـر         (تـوانیم هـر کـدام را          را به عنوان حقیقت در اختیار داشته باشیم، مـی         

 .به عنوان اصل موضوع به دستگاه اضافه کنیم) دیگری
 :دستگاه قیاسی عبارتند ازبودن یک » خوب«های  بر مبنای منطق کلاسیک ملاک

 .سازگاری، بدین معنی که استنتاج دو گزاره متناقض از آن ممکن نباشد -1
یک دستگاه قیاسی با ارائه تعبیر در یک دستگاه از پـیش            ) نسبی(در ریاضیات، سازگاری    

به عنوان مثال تعبیرهـایی بـرای هندسـۀ هـذلولوی در            . گیرد  سازگار فرض یا اثبات شده صورت می      
هـا   پس اگر یکـی از هندسـه      . دسۀ اقلیدسی و نیز هندسۀ اقلیدسی در هندسۀ هذلولوی وجود دارد          هن

شـود و     هـا فـرض مـی       سازگار باشد دیگری نیز سازگار اسـت، معمـولاً سـازگاری نظریـۀ مجموعـه              
چـون در یـک دسـتگاه       . شـود   های دیگر ریاضیات کلاسیک از روی آن اثبات می          سازگاری شاخه 

 در آن دسـتگاه قابـل       دستگاهی فرمولباشد، پس اگر لااقل یک         قابل اثبات می   ناسازگار هر چیزی  
، منطقـدان آمریکـایی،     پسـت مطلب اخیر بـه قاعـده سـازگاری         . اثبات نباشد، دستگاه سازگار است    

 .معروف است
یک راه به دست آوردن دستگاهی ناسازگار این است که نقیض یکی از قضایای دستگاه               

بـه اصـول حسـاب پئـانو یـک           » o=1«مثلاً با افزودن    . ع به آن اضافه کنیم    را به عنوان اصل موضو    
 .آید دستگاه ناسازگار به دست می

بـه عبـارت    .  استقلال، بدین معنی که دستگاه قیاسی، اصل موضوع زائـد نداشـته باشـد              -2
 .را نتوان از اصول دیگر نتیجه گرفت دیگر، هیچ یک از اصول آن

آن  ارائـه داد کـه در        یاثبات استقلال دستگاه باید به ازای هر اصل موضـوع، تعبیـر            برای  
 .اصل موضوع مورد نظر برقرار نباشد ولی بقیه اصول، احکام درستی باشند

به عبارت دیگر، هر مطلب که بـه        .  تمامیت، بدین معنی که دستگاه قیاسی ناقص نباشد        -3
  .ابطال باشدشود قابل اثبات یا  زبان دستگاه بیان می
ای نسبت به یک دستگاه مستقل باشد، یعنی قابل اثبـات یـا قابـل ابطـال نباشـد،                     اگر گزاره 

تر  توانیم آن را به عنوان یک اصل موضوع جدید به دستگاه اضافه نماییم و به یک دستگاه وسیع               می
مـالِ بـی    هـر فضـای توپولـوژی نر      «و ایـن مطلـب کـه        ) CH(برای مثال فرضیۀ پیوستار     . دست یابیم 

 ZFC موسـوم اسـت، در دسـتگاه     O-Wکه به اصـل     » کاست و به طور شمارا فشرده، فشرده است       
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البته هر قدر به تمامیت دستگاه نزدیک شویم سازگاری آن بیشتر مورد تهدید قـرار         . . مستقل هستند 
 .گیرد می

 اثبـات کـرد کـه هـیچ         عددگـذاری گـودل    با روشـی موسـوم بـه         1931 در   کورت گودل 
گـودل  . نـدارد   اصل موضوعی سازگار تمام که شـامل سـاختار اعـداد طبیعـی باشـد وجـود                 دستگاه

همچنین نشان داد اثبات سازگاری یک دستگاه اصل موضوعی که شـامل            
ساختار اعداد طبیعی باشد در درون خود دستگاه ممکن نیسـت و بنـابراین              

ش از  تواند خود را با کشیدن بندهای کفش        ، کسی نمی  یان استوارت به قول   
خدا وجود دارد زیـرا     «:ه است  گفت هرمان ویل در این راستا     .زمین بلند کند  

توانیم این سازگاری   ریاضیات سازگار است و شیطان وجود دارد زیرا نمی        
 ».را اثبات کنیم

هایی که در مورد یک ردۀ معـین از سـؤالات در              یکی از پرسش  
به این معنی کـه آیـا یـک         . ده است برای آن ر  ) یا قطعیت (شود، مسأله تصمیم      ریاضیات پرسیده می  

وجـود دارد کـه     » الگوریتم«های صریح موسوم به روش کار آمد یا           مجموعۀ متناهی از دستورالعمل   
ایـن  . ها، جواب آن سؤالات در تعداد متناهی مرحله و به طور ماشینی فراهم شـود    با به کار بستن آن    

ز نوع سؤالاتی کـه متضـمن محاسـبۀ یـک شـئ       از نوع سؤالات با پاسخ آری یا نه، یا ا     اًها عموم   رده
 :مانند. باشند ریاضی است می
  اول است؟n، آیا nبه ازای عدد طبیعی داده شدۀ ) الف
 ها، آیا یک فرمول مفروض، راستگو است یا نه؟ در حساب صوری گزاره) ب
 های مختلط یک معادلۀ درجۀ دوم با ضرایب مختلط را محاسبه کنیم؟ چگونه ریشه) ج

یتم تجزیه یک عدد به عوامل اول، شیوۀ جدول ارزش ودستور حـل معادلـۀ درجـۀ                 الگور
 .باشند می) ج(و ) ب(، )الف(های  دو به ترتیب پاسخگوی رده

طرح است که آیا شیوۀ تصمیم گیری مشخصی در یک دستگاه صوری            ماینک این سؤال    
 قابـل بیـان بـه زبـان دسـتگاه          ، پاسخ این سؤال که آیا گـزارۀ       یوهوجود دارد که با به کار بستن آن ش        

 )•(اثبات پذیر است یا نه، به طور خود به خود به دست آید؟ ) یعنی یک فرمول(
اما . مثبت است ) •(ها، جواب     همان طور که در بالا اشاره شد، برای حساب صوری گزاره          

انسـان   «ویتگنشـتاین ، به کمـک نـوعی ماشـین محاسـبه منطقـی یـا بـه قـول                   1936 در   آلن تورینگ 

 کورت گودل
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را به عنوان معادل صـوری      » محاسبه پذیری با ماشین تورینگ    «موسوم به ماشین تورینگ،     » حاسبم
داد کـه مسـائل       یا روش کـار آمـد ارائـه کـرد و نشـان            » الگوریتم«وجود  

او سـپس   . یابنـد   های ماشین تورینـگ تحویـل مـی         تصمیم به وجود برنامه   
سـت، هـر    برای حساب محمـولات منفـی ا      ) •(اثبات کرد که پاسخ سؤال    

-λ بـه کمـک مفهـوم    آلنسوچرچچند، مدتی قبل از او و مستقل از وی          
  .پذیری، همین نتیجه را به دست آورده بود تعریف

 .باشد» کم«ها   تعداد اصول موضوع و تعریف نشده-4
البته این یک خواست روانی انسان اسـت کـه تمایـل دارد آنچـه را                

باشد ولی گاهی ملاحظات آموزشی جهـت تسـهیل در فهـم دسـتگاه،              » کم«رد  باید بدون دلیل بپذی   
همچنین سادگی و دقـت بیـان اصـول و مفـاهیم اولیـه از               . شود که این ملاک نقض شود       موجب می 
  .ای برخوردار است اهمیت ویژه
 : کاربرد پذیری، تأیید تجربی ومفید بودن؛ یعنی دستگاه قیاسی باید-5

هـای متنـاهی سـاده در         بنـدی گـروه     قی در دل خود باشد، مانند رده      دارای نتایج عمی  ) الف
 ها؛ نظریۀ گروه
هـای طبیعـت باشـد،        توجیه کننده، تبیین کننده و نظم دهنـده تجـارب حسـی وپدیـده             )ب

 کند؛ د تأییها را  قدرت پیش بینی داشته باشد و مشاهدات وآزمایش های آن
 را  اینظریـه وضوع را تدوین نماید و یا ای از اطلاعات متفرق راجع به یک م      مجموعه) ج

 .های متفاوت راجع به یک موضوع به دست دهد های مختلف علوم یا دیدگاه برای ارتباط شاخه
به عنوان دنیای خارجی مستقل از ذهن و        (البته مدلی که یک دانشمند از بخشی از طبیعت          

 :دهد به روش قیاسی ارائه می) ضمناً قابل شناخت
 .ندارد که یکتا و تنها مدل ممکن باشد   لزومی-اولاً
با وجود این، خوشبختانه و بر      . ندارد با تجارب حسی تطبیق کامل داشته باشد          لزومی -ثانیاً

 .کنیم دانیم چه کار می توان بر مبنای آن عمل کرد، زیرا می ، چیزی است که می مبنای تفکر علمی
تـر از   یـت علمـی هرگـاه تصـویری کامـل      رو به تکامل است و بر مبنـای تعلـیم و ترب         -ثالثاً

موضوع مورد بررسی به دست آمد باید مدل قبلی را بدون تعصب کنار گذاشـت و مـدل جدیـد را                     
 .جانشین آن کرد

 آلن تورینگ



 ریاضی فلسفه                                                                                                             18

توانـد    شناختی فیزیک، هـدف مـی       ت به نقش معرف   هایزنبرگ و   بور همچون نگرش    -رابعاً
 درک سرشـت جهـان و       اًٌم ـه لزو ما باشد، ن  ) یا گاهی جمعی  (یافتن یک ارتباط بین تجارب شخصی       

 .طبیعت اشیا
گفت کـه سـنگ بـه          می ارسطو. تجربۀ سقوط یک سنگ به طرف زمین را در نظر آورید          

 گفـت کـه   نیـوتن بعـدها   . کند که هر چیز میل بازگشت به اصل خویش را دارد            این دلیل سقوط می   
 نیـروی جاذبـه      گفت که نیـازی بـه فـرض        اینشتینعلت سقوط سنگ، نیروی جاذبه است و بالاخره         

، مـدل  دموکریـت همچنین مدل .  زمان توجیه کننده سقوط سنگ است   –نیست چرا که انحنای فضا    
 را در معرفـی کـوچکترین ذرات        بوهر ومدل اتمی    رادرفورد، مدل اتمی    تامسون، مدل اتمی    اپیکور

 .ماده به یاد آورید
کننده چگونگی  فرض چند وجهی بودن واقعیت نیز مطرح است واین که زاویۀ دید معین              

هـای خـاص و        را در نظـر بگیریـد کـه در جایگـاه           B و Aیک شئ و دو انسان      . تجلی واقعیت است  
 از بالا بـه شـئ   Bبیند و  کند و آن را مستطیل قرمز می  از روبرو به شئ نگاه می A .ثابتی قرار دارند

اگـر از قبـل نـدانیم        سؤال اینست که نظر کدام درست است؟      . بیند  کند آن را دایره آبی می       نگاه می 
ولـی  . تصمیم گیری سخت و شاید غیرممکن باشد      !) که غالباً چنین است   (که شئ مورد نظر چیست      

گوید از دو دیدگاه متضاد حتماً یکی اشتباه است، بـر              که به ما می    بد تربیت عادت و بر حسب یک    
بخشیم و از قبول  یداوری و تعصبات گوناگون، عموماً یکی را نسبت به دیگری برتری م        مبنای پیش 

حال فرض کنیم که از قبل بدانیم که شئ مورد نظر یک استوانه بـا سـطح                 . کنیم  دیگری اجتناب می  
جانبی قرمز رنگ و سطح بالایی آبی رنگ است در این صورت هر دو دیدگاه ارائه شده، کـه هـر                     

بـی  «انه هـر دو  ای از شئ هستند، بایـد بـه رسـمیت شـناخته شـوند، گرچـه متأسـف              کدام ناظر به جنبه   
  !» اند فایده

کـه نتـایج ریاضـی از کجـا           گرایـی دربـاره ایـن       صورت :وارد است ایراداتی به این مکتب     
. داننـد   دانان همیشه نتیجه را پیش از نوشتن یک اثباتِ نمادین مـی             ریاضی. دهد  آیند توضیح نمی    می

 و بـه خـاطر سـاختار    دهنـد  در واقع ساختارهای اصل موضوعی مطلقاً نتیجه جدیدی بـه دسـت نمـی           
اصول و قوانین دستگاه قراردادی نیستند، بلکه نسبتاً به وسیله عملکرد جامعه            . اند  فایده  شان بی   منطقی

آیـد بـه لحـاظ        هـای اجتمـاعی بـه وجـود مـی           که تحت فشارهای درونی و روابط متقابل میان گروه        
 .                یابند هستند تحقق نمیگرایان مدعی  ای که صورت شوند و اساساً به گونه تاریخی تعیین می
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 )گرایی ساخت(شهودگرایی 
 
 
 
 

},,{...,شهودگرایان مجموعۀ اعداد طبیعی       را بـه عنـوان مأخـذ بنیادهـای ریاضـیات            321
بـه  .  اسـت  بروئربنیانگذار این مکتب    . کنند و معتقدند که سرچشمۀ این اعداد شهود است          تصور می 

 در قابلیت ما در فرق گذاشـتن بـین          ، مفهوم دنباله اعداد طبیعی    أعقیده او منش  
ها به گذشـته بپیونـدد ویـاد آن در            هنگامی که یکی از آن    (دو احساس است    

، و )حافظــه بــاقی بمانــد و در عــوض احســاس دیگــر جــایگزین اولــی شــود 
 اعـداد   از نظر شهودگرایان ما   . یندآهمچنین در قابلیت تکرار نامحدود این فر      

  .کرد  فضا را احساس میکانتکنیم که  طبیعی را به همان طریق احساس می
 هرگاه ریشه در شهود ما      وجود دارد از دید ایشان یک شئ ریاضی       

تر، هرگاه بتوانیم آن را با یک روش معین و در تعداد متنـاهی مرحلـه از                   داشته باشد، یا به طور دقیق     
هایی از ریاضیات کلاسیک که به روش ساختنی بـه دسـت        سمتبنابراین آن ق  . اعداد طبیعی بسازیم  

نیایند، یعنی در یک فرآیند متناهی خـود را بـه اعـداد طبیعـی متصـل ننماینـد، فاقـد معنـا محسـوب                         
 :برای نمونه به دو مثال زیر توجه کنید. شوند می

 بروئر
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ط  روی خ ـ  ریمـان  زتـای  باشد، یعنی اینکه صفرهای تـابع        فرضیه ریمان   pفرض کنید   ) 1

2
1

=x ــد ــرار دارن ــی .  ق ــال حاضــر نم ــیم  در ح ــا دروغ pدان ــن صــورت،  .  راســت اســت ی در ای





=
o

1
aدهد  ، از نظر ساختنی هیچ شئ ریاضی را به دست نمی  . 

» اسـت   گویـا     ba وجود دارنـد کـه     b و   aاعداد اصم   «یک برهان ساختنی برای قضیۀ      ) 2
eaعبارت است از  : و یک برهان غیرساختنی به صورت زیر قابل ارائه است2ln=b و=

==2دهـیم   اگر گویا باشد، قرار مـی     . یا گویا است یا اصم است     22« ba    و اگـر 

 » .b=2 و a=22دهیم اصم باشد قرار می
 . ساختنی نیستaاشکال برهان اخیر این است که 

خواهند تمام ریاضیات کلاسیک را توجیه نماینـد، بلکـه            گرایان نمی   اینان بر خلاف منطق   
خواهند تعریف معتبری از ریاضیات ارائه دهند و بعد ببیننـد در عمـل چـه چیـزی از آن حاصـل                        می
 .گردد می

 :، آمده استارت بیشاپگرایان، ارائه شده توسط  بیانیه ساختدر 
شناسـی   شناسـی و محـیط   های ذهنی ماست که برتـر از زیسـت   ریاضیات بخشی از فعالیت   «

شناسی به صورتی که با آن آشنا هستیم ممکن است بـرای تشـکیل زنـدگی در                   قوانین زیست . است
 .باشدندارد چنین  جهانی دیگر به کار روند، گرچه لزومی

کـه در جهـانی دیگـر قـوانین           تـر هسـتند، تصـور ایـن         که قوانین فیزیک عام     همچنین با این  
ریاضیات آفرینشی ذهنـی اسـت کـه کمتـر از فیزیـک و              . فیزیکی متفاوتی حاکم باشد، آسان است     

هـا را سـاکن در جهـان دیگـری بـا              شناسی اختیاری است، بدین معنا که موجوداتی که ما آن           زیست
کنـیم، ریاضـیاتی در دسـت خواهنـد داشـت کـه               شناسی متفاوتی تصور می     یکی و زیست  قوانین فیز 

 ».اساساً همان ریاضیات ماست
انـد    قوانین منطق ارسطویی بدان گونه کـه بـه مـا رسـیده            « این مطلب را که      1908 در   بروئر

وید برای هر گ که می) (ثالث(به ویژه قانون طرد شق وسط . مورد تردید قرار داد» اعتبار مطلق دارند
هـا فقـط    البته شـهودگرایان قائـل بـه شـق سـوم نیسـتند آن      . را معتبر ندانست) ¬p یا p ،یا  pگزاره

 صادق باشدpاگر 
در غیر این صورت
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بـه مثابـه   (وی همچنین کـاربرد بینهایـت بالفعـل    » .چنین نیست که شق سوم وجود ندارد   « :گویند  می
 .های معین ذهنی دانست  را ساختمان ریاضییرا مورد شک قرار داد و اشیا) یک کمیت نامتناهی

گرایـی    سـاخت  و   گرایـی بیشـاپ     سـاخت بعدها از شهودگرایی مکاتب گونـاگونی ماننـد         
 . پدید آمدبازگشتی مارکوف

در حالی کـه در     . است» انجامد  عدم به تناقض می   «در ریاضیات کلاسیک وجود به معنای       
تـوان گفـت      قض منجر شود فقط مـی      به تنا  pریاضی شهودگرایان، اگر فرض نادرست بودن گزاره        

منطـق  یعنـی در    .  درسـت اسـت    p نادرست است و چنین نیسـت کـه همـواره نتیجـه شـود                ¬pکه  
اگـر  «،  ) و مسـتقل از ریاضـیات اسـت        که بیشتر نقش زبان برای انتقال اندیشـه را دارد          (شهودگرایانه

p¬¬ آن گاه p «معتبر نیست. 
اصـل  . اش برهانی ساختنی ارائه نشود قابل پـذیرش نیسـت    آن چه برای درستی یا نادرستی     

کـه احکـامی مهـم در ریاضـیات کلاسـیک هسـتند در ریاضـیات        ... انتخاب، قضیه مقـدار میـانی و     
گرایـان،   به هر حال توجه به این نکته مهم است که از دیدگاه ساخت        . شهودگرا قابل پذیرش نیستند   

و شـود،     خوانـده مـی   » ریاضیات توصیفی « که البته گاهی     ،که تمام ریاضیات کلاسیک   چنین نیست   
برای توضیح بیشتر حالت خاصی از قضیۀ مقدار میـانی بـرای            . اعتبار است   فایده و بی    هایش بی   روش

 :را در نظر بگیرید) در ریاضیات کلاسیک(توابع پیوسته 
],[ روی بــازه fاگــر تــابع . قضــیه 1o پیوســته باشــد و oo <)(f و o>)(1fگــاه   ، آن

],[ در بازه xای مانند  نقطه 1o موجود است به طوری که o=)(xf.  
دهـد کـه عـدم وجـود      دان کلاسیک با برهان خلف نشان می      برای اثبات این قضیه ریاضی    

در . ای وجـود دارد     گیرد که چنـین نقطـه       جا نتیجه می    شود و از آن     به تناقض منجر می   ای    چنین نقطه 
دهـد کـه هـیچ روش         پذیرد و حتـی نشـان مـی         گرا چنین برهانی را نمی      دان ساخت   حالی که ریاضی  

 .ساختنی برای یافتن نقطه مورد نظر وجود ندارد
سـیک را ممکـن اسـت       گرا، قضایای غیر ساختنی ریاضیات کلا       دان ساخت   از نظر ریاضی  

 کـردن مفروضـات و یـا        قـوی بـا   ) آ(مثلاً  . بتوانیم اصلاح کنیم تا به یک برهان ساختنی دست یابیم         
 .با ضعیف کردن نتیجه) ب(

های ساختنی قضیه مقدار میانی برای توابع پیوسته بر اسـاس دو روش               به عنوان نمونه شکل   
 :فوق عبارتند از
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Rfفرض کنیـد    ) آ( →],[: 1o          کـه     طـوری    یـک تـابع پیوسـته باشـد بـهoo <)(f  و 
o>)(1f .صورت برای هر  دراینo>ε،  x  ی در],[ 1o موجود است که ε<)(xf. 

Rfفرض کنید   ) ب( →],[: 1o   کـه     طوری  ی باشد، به  ا   یک تابع چندجملهoo <)(f 
],[ی در  xصورت  دراین . o>)(1fو  1oکه  طوری  وجود دارد بهo=)(xf. 

هـای اسـتدلال در ریاضـیات کلاسـیک و            های متناهی تفـاوتی بـین روش        البته در وضعیت  
مـثلاً  . ها قائل به قانون طرد شـق ثالـث هسـتند            ه ویژه در این حالت آن     ریاضیات شهودگرا نیست و ب    

) هرچنـد طـولانی   (باشد با یـک بررسـی       »  یک عدد اول وجود دارد     10010 و   1010بین« گزارۀ   pاگر  
 بـه تنـاقض منجـر    pاگر فـرض نادرسـتی   جا  لذا در این.  درست است¬p یا pشود که یا     نتیجه می 
 . درست استpتوان نتیجه گرفت که  شود، می

فهمید کـه یـک برهـان، سـاختنی اسـت یـا نـه،          در جواب این سؤال که از کجا می   بیشاپ
اگر شما بتوانید یک برنامۀ کامپیوتری برای آن بنویسید، آن اثبات، ساختنی خواهد بـود؛               «:گوید  می

 ».رنامه را اجرا کنید و برای نتایجش انتظار بکشیدگرچه ضرورتی ندارد آن ب
های نقض بروئری اسـت کـه         هایی موسوم به مثال      ارائۀ مثال  بروئرهای کار     یکی از ظرافت  

دیگر که تاکنون نـه اثبـات و نـه ابطـال              پذیری حکمی     پذیری یک حکم به تصمیم      ها تصمیم   در آن 
شود کـه      به پذیرش اصل طرد شق ثالث می       ها منجر   همچنین پذیرش آن  . شود  شده است موکول می   

دهند که بعضـی      ها ضمن نمایش تفکر شهودگرایانه نشان می        این مثال . یک حکم غیر ساختنی است    
 :دهیم ها را ارائه می در ذیل تعدادی از این مثال. قضایای ریاضیات کلاسیک غیر ساختنی هستند

ر زیرمجموعۀ ناتهی و از بـالا  اصل کمال در ریاضیات کلاسیک به این معنا است که ه    ) 1
این اصل، سرشـتی غیـر      . است) یا سوپریمم (کراندار از اعداد حقیقی، دارای کوچکترین کران بالا         

22 به این معنا باشد که       Snفرض کنید   . ساختنی دارد  +n     اگـر   .  مجموع دو عدد اول استn  داده 
امـا صـدق   .  راسـت اسـت یـا دروغ   Snمعـین کـرد کـه    توان در تعداد متناهی مرحله       شده باشد، می  

nn S;∀             اگـر بـرای هـر       .  که به حدس گلدباخ موسوم است، تاکنون معلـوم نشـده اسـتk    قـرار ،
 : دهیم
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k

k
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1
α     و فرض کنیم Λ       مجموعـۀ متشـکل از kα  هـا

 بایـد   Λاینک اگـر اصـل کمـال برقـرار باشـد،            .  است Λ یک کران بالا برای      3گاه عدد     باشد آن 
}{اما در ریاضیات ساختنی یک عدد حقیقـی، یـک دنبالـه کوشـی               .  باشد tدارای سوپریمم    nx  از 

 گویا است که در شرط       اعداد
nm

xxNnm nm
11

+<−∈∀ یـک نتیجـۀ    . کنـد    صدق می  ,,
 را تا هر تعداد مشخص رقم بعـد از اعشـار تعیـین    tتوانیم بسط اعشاری    این تعریف این است که می     

 ، nکـه بـرای هـر   دهـد   حالت اول نتیجه می . t</61 یا t>/81توان تعیین کرد   پس می . نماییم
Sn   81 راست است، یعنی اگـر/<t     حالـت دوم و تعریـف   .  ، حـدس گلـدباخ اثبـات شـده اسـت

یی وجود دارد کـه  kدهد که     کوچکترین کران بالا، نتیجه می    
k
1361 لـذا در یـک تعـداد    . />−

)(توان  متناهی مرحله ، می kn  . صادق نباشدSnی یافت که ≥
، ولـی اگـر   » 3 است یا  1 یا   Λخوب، واضح است که سوپرمم      «:شما ممکن است بگویید   

دهد، که دیگـر بحثـی بـا شـهودگرایان      شما واقعا بتوانید بگویید کدامیک از این دو حالت روی می     
توجـه کنیـد، ایـن      ! ستصورت حدس گلدباخ اثبات یا ابطال شده ا         نخواهید داشت، چرا که دراین    

که عددی با خواص معین، در صورت وجـود، بایـد مسـاوی بـا یکـی از دو عـدد داده شـده باشـد،                   
 .متفاوت با این است که آن عدد واقعاً وجود دارد

تقسـیم    های نه رقمـی      را به گروه   π=141593/...ارقام بعد از ممیز در بسط اعشاری      ) 2
 دهیم کنیم و قرار می می
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}{و نیز naa   .o<a یا o≥aدانیم  ما نمی. =

knاگر برای هر ≤ ،Snصادق باشد  

 در غیر این صورت

nkاگر برای هر  ، گروه ≥
د باش123456789امkردیف

 در غیر این صورت
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اش برابر است، مـثلاً       رههای س   دانیم عدد تام، عددی است که با مجموع مقسوم علیه           می) 3
3216  » وجود دارد یا خیر؟ آیا عدد فرد تامی«: این است» عدد تام«مسأله .  تام است=++

}{دنباله  kαکنیم  را به صورت زیر تعریف می: 

                                                                                        






=
k

k

2
1
o

α 

∑قــرار دهیــد 
∞

=
=

1k
kαα بــه وضــوح ، o≥α . اگــرo=αآنگــاه بــرای هــر k نتیجــه 

د که عدد تـام فـردی   شو ، نتیجه میo>α زوج است و اگر  ؛ یعنی هر عدد تامی   o=kαشود،  می
، یکـی و فقـط یکـی از سـه رابطـۀ             αازای هـر      کند به   پس اصل تثلیث که بیان می     . در دست داریم  

o>α،o<α  وo=α    در واقع اصل تثلیث وجود جوابی را بـرای        .  برقرار است، ساختنی نیست 
 .کند مسألۀ عدد تام فرد ایجاب می

],[روی تمـــام بـــازه  ریاضـــیات کلاســـیک کـــه در  fهمچنـــین تـــابع  1o   بـــه صـــورت 





>
=

=
o

oo

x
x

xf
1

در واقع در بالا دیدیم که هیچ روش . شود، ابهامات ساختنی دارد      تعریف می  )(

],[ی از کـه عـدد حقیقـی مشخص ـ     متناهی کلی برای تصمیم در مورد این       1o     صـفر یـا مثبـت اسـت ،
 چه مقداری را به نقطۀ داده fپس هیچ روش متناهی برای تصمیم در مورد این که تابع      . وجود ندارد 

نتیجه مطلب اخیر این است کـه در ریاضـیات شـهودگرا حـوزۀ              . دهد وجود ندارد     نسبت می  xشده  
],[تعریف این تابع تمام  1oنیست . 

),( یک عدد حقیقی در aفرض کنید ) 4  .o≤a یا o≥aدانیم   باشد که نمی−11
ــابع  axxxfتــ +−+−= }2,max{},1min{)( oo روی ],[ 3o ــت ــته اســ .  پیوســ

oo <)(f   و o>)(3f .ازای    گر به اx   ی در],[ 3o  ،o=)(xf 1گـاه     ، آن>x    2 یـا<x  و 
 .o=)(xfی بیابیم که xتوانیم  پس نمی. o≤a یا o≥aلذا 

گرایـان از نظـر       گرایـان و صـورت      لاطونلازم به ذکر است که اف     
اعتقاد به وجود اشـیاء ریاضـی در نقطـه مقابـل یکدیگرنـد ولـی در مبـانی                   

 .استدلال متوافق هستند و شهودگرایان در نقطه مقابل هر دو هستند
آرنــد  را صــوری ســاخت انهاولــین کســی کــه منطــق شــهودگرای

ــود کــه در ســال هایتینــگ ر ایــن منطــق د.  ایــن کــار را انجــام داد1930 ب

 وجود نداشته باشدkکوچکتر ازاگر هیچ عدد تام فردی

 در غیر این صورت

 آرند هایتینگ
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  :شود  به طور مستقل تعریف می∀ و∃ و سورهای ⇒و¬و∨و∧های رابط
p¬درست است اگر و فقط اگر فرض درستیpبه تناقض منجر شود . 
qp  را به طور سـاختنی      q و درستی    p درست است اگر و فقط اگر بتوانیم درستی          ∧
 .ثابت کنیم

qp  را به طور سـاختنی  q یا درستی    p درست است اگر و فقط اگر بتوانیم درستی          ∨
 .ثابت کنیم

qp  درست است اگر و فقـط اگـر بتـوانیم سـاختمانی متشـکل از یـک روش ارائـه           ⇒
 . تبدیل کندq را به یک اثبات ساختنی از pکه هر اثبات ساختنی از  طوری دهیم به

 : باشدA یک محمول یک متغیره با دامنه متغیر Sهمچنین چنانچه 
xx S;∀                       درست است اگـر و فقـط اگـر بتـوانیم یـک روش سـاختنی کلـی ارائـه دهـیم 

 . تبدیل کندaS را به اثباتی ساختنی برای A∈aکه هر اثبات ساختنی برای  طوری به
xx S;∃           درست است اگر و فقط اگر بتوانیم یک عنصر A∈a    کـه    طـوری    بسـازیم بـه

aSبه طور ساختنی قابل اثبات باشد . 
ه نیسـتند،   هـایی کـه قضـی        و نیز فرمول   یانهدر جدول زیر بعضی از قضایای منطق شهودگرا       

 :آمده است
 بعضی فرمولهایی که در منطق هایتینگ قضیه است بعضی فرمولهایی که در منطق هایتینگ قضیه نیست

pp ⇒¬¬ pp ¬¬⇒(*) 
)()( qppq ⇒⇒¬⇒¬ )()( pqqp ¬⇒¬⇒⇒(**) 

pp ¬∨ )( pp ¬∨¬¬ 
qpqp ¬∨¬⇒∧¬ )( qpqp ¬∧¬⇒∨¬ )( 

xxxx S;)S;( ∃⇒¬∀¬ )S;(S; xxxx ¬∀¬⇒∃ 
xxxx S;)S;( ¬∃⇒∀¬ )S;(S; xxxx ∀¬⇒¬∃ 
 

(*)  اســـت زیـــرا بنـــا بـــه ¬¬¬p معـــادل ¬pتوجـــه داریـــم کـــه در ایـــن منطـــق 
pp pp، از   (**)، از طرفی بنا به      ¬⇒¬¬¬ ppشود که      نتیجه می  ⇒¬¬ ¬⇒¬¬¬ .

xxxxکه اسـتنتاج      رغم آن   همچنین علی  ψϕ ;; ;)( از   ∃∨∀ xxx ψϕ  در منطـق کلاسـیک      ∀∨
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تـایی از ارقـام       بـه ازای هـر دسـتۀ ده       «دانـیم     مـی مثلاً  .  معتبر نیست  منطق شهودگرایانه معتبر است، در    
امـا ایـن مطلـب یـک        . »، آن دسته متشکل از ده صفر متوالی است یا نیسـت           πمتوالی بسط اعشاری  

 وجـود دارد یـا هـیچ دسـته          πده صفر متوالی در بسـط اعشـاری       « برهان ساختنی برای این ادعا که       
در واقـع   . دهـد   بـه دسـت نمـی     » یی از ارقام متوالی این بسط از دقیقاً ده صفر تشکیل نشده است            تا  ده

xxxxمحتوای ساختنی  ψϕ ;; ;)( از ∃∨∀ xxx ψϕ  . بیشتر است∀∨
کشـف شـد و      گـودل   و گنتسـن ،  کولموگـورف  بعدها توسط    انهمنطق شهودگرای خواص  

 .طق شهودگرایانه ابداع کرد نوعی معناشناسیِِ برای منکریپکی
 پیـاژه تحقیقات . شهود اعداد طبیعی واقعاً جهانی نیست: انتقاداتی به این مکتب وارد است  

نشان داده است که کودکان بر اساس تجربیات و روش خاصی از تفکر، اعـداد طبیعـی را در ذهـن                     
د طبیعـی را آفریـد بقیـه    خداوند اعدا«: که گفتکرونکر بر خلاف نظر   پیاژهبه زعم   . سازند  خود می 

حداقل نـه قبـل از هفـت سـالگی بـرای            (، اعداد طبیعی را خداوند به ما نداده است          »کار انسان است  
، بلکه از طریق تناسب و هماهنگی مفاهیم جزئیت و ترتیـب در ذهـن               )ها در فرهنگ غرب     اکثر بچه 

ت کلاسـیک ظریـف،     هـا در ریاضـیا      مسألۀ بعدی این است کـه بعضـی اثبـات         . شوند  فرد ساخته می  
ها را قبول ندارند و به جـایش،    هوشمندانه و کوتاه هستند ولی ساختنی نیستند، پس شهودگرایان آن         

همچنـین  . کننـد   تر اسـت ارائـه مـی        هم در صورت امکان، یک برهان ساختنی که عموماً طولانی           آن
هـر تـابع    «یـن کـه     بعضی احکام ریاضیات شهودگرایان در ریاضیات کلاسیک معتبر نیسـتند، مـثلاً ا            

 .»حقیقی مقدار که روی تمام خط حقیقی تعریف شود، پیوسته است



 
 

 فصل پنجم
 
 
 

 گرایی انسان
 
 
 
 

 و دو قوطی معادل بـا        تومان 1000 قیمت   هکنم، یک قوطی کنسرو ماهی ب       در فروشگاهی که من خرید می     
سـت و  ا  تومـان 2000قـوطی برابـر      دو   »واقعـی «شـما ممکـن اسـت بگوییـد کـه قیمـت             . شود   فروخته می   تومان 1900

 چیزی ا ست که فروشنده طلب       »واقعی«گویم که قیمت      من می .  را از شما مطالبه نکرده است      »واقعی «فروشنده قیمت 
هـیچ تردیـدی     آید، آنگاه بـی     دهد که جمع ساده به طور مناسبی با حرفۀ او جور در نمی              کند و اگر او تشخیص می       می
 .دهد را تغییر می آن

 
ست که سـعی دارد ریاضـیات       افته  گر  ای شکل    اندیشه مکاتب فلسفی سنتی،  در برابر   اً  اخیر

حـق  « ایستا، کامل، بدون تغییر، و به طور مطلق صحیح یا به اصـطلاح عامیانـه           از قالب یک دانش   را  
 انسـانی پدیـده  بیرون آورد و تصویری متفاوت و حتی متضاد از ریاضیات را به عنوان یک  ،  »محض

 نشـتاین گویتاسـت کـه     ایجـاد شـده     در واقـع جنبشـی      . نشـان دهـد    فرهنگـی    -تاریخی -و اجتماعی 
ل وپـا ،  فیلیـپ دیـویس   ،    جـورج پولیـا   های اخیـر،       در سال   و  به شروع آن کمک کردند     لاکاتوشو

سـهیم  در آن  ووانـگ ئها و  ،تومـاس تیموچکـو   ،  ان کارلوروتا یج،  مدی  پنلوپ،  هرش روبن،  ارنست
  .اند بوده

ریاضیات را به عنوان نتیجۀ کنند  اگرای ریاضیات یاد میطآن به فلسفه خکه از  جریان  این  
هـا و هـم در مفـاهیمش          تا ابد هم در برهان    را  گیرد و دانش ریاضی       فرآیندهای اجتماعی در نظر می    
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که نقش تـاریخ ریاضـیات را بـه کلـی در            های کلاسیک    جریانداند و برخلاف      قابل تجدیدنظر می  
داند کـه در طـول تـاریخ           ریاضیات را حاصل فرهنگ بشری می      د،گیر   می بررسی ماهیت آن نادیده   

 کـه در    سـت ا  در ایـن دیـدگاه، ریاضـیات از سـاختارهای زیـادی تشـکیل شـده               . رشد کـرده اسـت    
روینـد   رونـد و سـپس از نـو مـی      کنند، از بین مـی       در طول تاریخ رشد می     واصطکاک با یکدیگرند    

این عقیده را که یک ساختار ثابت و واحد         گونه  و بدین   ) 1988استین(مانند درختها در یک جنگل      
که به طور ابدی به عنوان یک سلسله مراتب منطقی با نام ریاضیات بر مـا تحمیـل شـده اسـت را رد       

 .کند  می
 به عنوان یک     است که  گرایی انسانهای اصلی فلسفه خطاگرای ریاضیات،       یکی از شریان  

، یگرای ـ در انسـان  . معرفـی شـد    1980دهه  یل  اوادر  » شروبن هر «مکتب در فلسفۀ ریاضیات توسط      
ریاضیات به عنوان یک عملکرد انسانی، یک پدیدۀ اجتماعی، بخشی از فرهنگ بشری که با تاریخ                

شـود و      در نظـر گرفتـه مـی       ،انسانی شکل گرفته و تنها در یـک زمینـۀ اجتمـاعی قابـل درک اسـت                
گیرد کـه   ها را در نظر می ها و اندیشه جهانی از طرح ،ل افلاطونیثُگونه، هرش در مقابل عالم مُ   بدین

 ی واقعیت ـن از آن بـا عنـوا  وهـا وجـود دارد     ک مشـترک آن   ادرابه وسیلۀ افراد بشر خلـق شـده و در           
، ها  انسانگرایی، ریاضیات بدون      بنابراین از دیدگاه انسان    .کند   اجتماعی، یاد می   - فرهنگی -تاریخی

 . وجود ندارد
چـون صـخره یـا روح       هم نه از ماهیـت بیرونـی        یو وجود اشیاء ریاض   از نظر هرش، هستی     

 در واقع هرش با رد این دو ماهیت کـه           .های ذهنی   و نه از ماهیت درونی مثل اندیشه      برخوردار است   
گزینـد    اند، نوع سومی را برمـی       شناسی ریاضی را به خود اختصاص داده       های متداول در هستی    بحث

 او می گوید مـا بـر اسـاس یـک           .اند  شناسی و جامعه شناسی     انسان که بیشتر مورد بحث علومی چون     
که   اند، دقیقاً چنان    ها ناکافی   اما این رده  . انگاریم  تربیت یا عادت، جهان را متشکل از ماده و ذهن می          

ما نباید  . یعنی خاک، آب، آتش و هوا برای فیزیک جدید ناکافی است          ) یونان باستان (چهار عنصر   
 خود بزنیم تا متناسب با فلسفۀ حقیر ما شـود، بلکـه بایـد فلسـفۀ خـود را وسـعت            از سروته ریاضیات  

 معتقد است کـه اشـیاء ریاضـی، موجـوداتی           هرش. دهیم تا تجارب ریاضی گسترده ما را دربرگیرد       
 .  از این نوع سوم استها به عنوان یک پدیدۀ اجتماعی اند و هستی و وجود آن  اجتماعی

  هـا   علوم تجربی در نظر گرفتـه شـود کـه بـا خطاهـا و اشـتباه                 تواند همچون    ریاضیات می 
ریاضیات یک علـم صددرصـد درسـت       . کند  تصحیح و بازسازی آنها پیشرفت می     با  بوجود آمده و    
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.  عـاری از تنـاقض اسـت       یهای معرفت بشری، دانش ـ     نیست ولی برخلاف علوم تجربی و سایر حوزه       
هندسـۀ اقلیدسـی    . ای دیگـر باشـد      کنندۀ نظریه  نقضیابیم که     ای را نمی    گاه در ریاضیات نظریه    هیچ

ها پیش از    در حالی که فیزیک ارسطویی مدت     ) البته در سطح محدود زمینی    (هنوز هم برقرار است     
چون و چرای ریاضیات است و یا تنها در تلاش  آیا این ناشی از قطعیت و واقعیت بی. بین رفته است

ایـن پاسـخ بیـانگر      . نشی عاری از تناقض را شـکل دهنـد        اند دا   شود که سعی کرده     افرادی توجیه می  
 . کند گرایی از آن دفاع می دیدگاهی است که انسان
تردیـد نیسـت کـه برجامعـۀ بشـری       گرایی، ریاضیات واقعیتی مطلـق و بـی   از دیدگاه انسان  

های مختلف    کنیم و جنبه    تحمیل می   بلکه ما ساختارهای ریاضی خود را بر جهان        ،تحمیل شده باشد  
کنیم تا در قالب این الگوها به عنوان بهترین کـاری کـه               فیزیکی و اجتماعی دنیای خود را وادار می       

ولی چگونه است که ریاضیات تا این اندازه، کاربردپذیر اسـت و            . توانیم انجام دهیم، قرارگیرند     می
ف ما بکار   های اطرا   اند، امروزه در توجیه پدیده      ها پیش ایجاد شده    قضایای محض ریاضی که مدت    

 : گوید هرش می. آیند می
یولوژیــک مــا و فیزســت کــه از ماهیــت اریاضــیات بخشــی از فرهنــگ و تــاریخ بشــری «

های ریاضی در کل به همان دلیلـی بـا            طرح. اند   و فیزیکی ما سرچشمه گرفته     یهای بیولوژیک   محیط
  ».کند های ما با اتمسفر جو زمین تطبیق می یابند که ریه جهان ما تطبیق می

گیرد و ریشه در فرهنـگ        گرایانه در تعاملات درونی یک جامعه شکل می        ریاضیات انسان 
و یـا جامعـۀ بـزرگ بشـری      تواند جمع دو نفـری مـن و شـما    این جامعه می. و تاریخ آن جامعه دارد 

زدن، هر   شناسی، ژنتیک و نژادشناسی، شمردن و حرف       شناسی، زبان   براساس تحقیقات باستان  . باشد
. ریاضیات نیز همچون زبـان یـک محصـول فرهنگـی اسـت            . اند  های بشری انگاشته شده     نهدو آغازی 

وقتی بشر به زندگی اجتماعی روی آورد، نیاز او به ارتباط با همنوعـانش، قراردادهـای زبـانی را بـه             
های نوپای انسانی و در ارتبـاط بـا نیازهـایی کـه               وجود آورد و ریاضیات نیز در درون همین اجتماع        

زندگی جمعی در پیش پای بشر قرار داده بود و همچنین نیاز او به غلبه بـر محـیط پیرامـونش                     اینک  
یابند و    اند که در درون آن جامعه، معنی می         شکل گرفت قوانین ریاضی صرفاً قراردادهای اجتماعی      

شـود،   به قول ویتگنشتاین، مسأله صدق و کذب یک قضیۀ ریاضی در جایی که آن مسأله مطرح می      
. کنـد  معمولاً قوانین معمولی حسـاب اعـداد در جامعـۀ فروشـندگان صـدق نمـی            . ستا بررسی   قابل
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ای دیگر جلوه   گونه گیرد، قوانین جمع را به ها صورت می تخفیفهایی که بنا به ضرورتهای شغلی آن
 . دهد می

ر  براب 2+2  برای آنها  های دور اقوامی بودند که      شاید تعجب کنید اگر بدانید که در گذشته       
هـایی بـر روی     بـه صـورت گـره   این اعـداد را کردن اعداد با یکدیگر  ها برای جمع  آنزیرا  .  بود 5با  

ریاضیات بـا روشـهایی کـه از    در واقع . زدند  ها را به هم گره می       طناب و سپس    دادند    طناب نشان می  
حـاکم بـر     متأثر از شرایط فیزیکی، زیستی و فرهنگی         وگیرد    د، شکل می  یآ  درون جامعه بوجود می   

 . آن جامعه است
 

 
 
کنـد تـا قـوانین سـاختاری خـود را منطبـق بـر شـرایط                   گرایانه، تـلاش مـی     یاضیات انسان ر

گرایانه، در الگوی ساختاری جمـع     در ریاضیات انسان  .  قرار دهد  موجودفیزیکی، زیستی و فرهنگی     
 است وقتی که یـک      گاهی اوقات، این الگوی ساختاری ممکن     .  نیست 4 برابر با    2+2اعداد، همیشه   

کنـیم، بـه کـار رود کـه در ایـن صـورت، طبـق                  فنجان شیر را به یک فنجان ذرت بو داده اضافه می          
کنند و حاصل نـه دو   ها، شیر را در خود جذب می چرا که ذرت.  نیست 2 برابر با    1+1شرایط، دیگر   

ر بـرده شـود، در      شناسـی بـه کـا       این الگو ممکن است در زیست     . لیوان بلکه کمتر از دو لیوان است      
توان قیمت یک تریلیـون     همچنین با محاسبات معمولی نمی    . 4 باشد تا    6 بیشتر شبیه    2+2جا شاید    آن

بشکه نفت را با دانستن قیمت یک بیلیون بشکه نفت حساب کرد چرا که الگوی جمع در اینجـا در                    
رود و  ضـا بـالا مـی   هـا متناسـب بـا تقا       رود که در حال کاهش است و قیمت         ای بکار می    مورد ذخیره 
 .ماند ثابت نمی

کند تا با قراردادن ریاضـیات بـه عنـوان            گرایی در فلسفه ریاضیات تلاش می      دیدگاه انسان 
یک محصول فرهنگی که حاصل تعاملات زندگی بشـر از گذشـته تـا حـال بـوده اسـت ریاضـیات                      
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بـالای  سـطح   ق  واف ـیـک ت  چون یک زبان جهانی مثل زبان انگلیسی، جلوه دهد که در            همجهانی را   
انسته است نقش خود را  در پیشرفت جامعه بشـری بـه        و تو ها صورت گرفته     اجتماعی در میان انسان   

شود که بتوانیم ریاضیاتی متناسـب بـا          خوبی ایفا کند ولی این نقش در جامعه ما زمانی آشکارتر می           
ای محلـی در برابـر   ه ـ تـوان آن را همچـون گـویش       ب ریاضیاتی که    ،نیازهای جامعه خود داشته باشیم    

 .زبان جهانی توصیف کرد
 
 
 
 
 
 

 

 
 !شرحبدون 





 
 

 فصل ششم
 
 
 

 دیدگاه کانت نسبت به ریاضیات
 
 
 
 

ها، یعنی جملات خبری    یا گزاره (احکام  » نقد عقل محض  « در اثرش به نام      ایمانوئل کانت 
که یا راست هستند یا دروغ ، هر چند مـا نـدانیم کـه راسـت هسـتند یـا                     

گویـد   وی مـی . کنـد  لیلی و ترکیبی تقسـیم مـی  را به دو دستۀ تح  ) دروغ
هـای     تحلیلی است که صدق یـا کـذب آن تنهـا بـا تحلیـل واژه                 حکمی

هــر «،»گربــۀ ســیاه، ســیاه اســت«در آن مشــخص گــردد ماننــد) منطقــی(
توان گفـت، حکمـی کـه در آن           همچنین می ... . و» ای شکل است    دایره
ذات جزء آن است شود و از آن مفهومی دیگر که بال  تجزیه می  یمفهوم

تحلیلـی  ) یا به عبارت دیگر حکمی که در آن محمول بخشـی از موضـوع باشـد               (شود    استخراج می 
چه بـرای درک   از این رو احکام تحلیلی صادق، از مضمون عینی تهی هستند و چیزی جز آن       . است

تـری     جـامع  بعدها فیلسوفان تعریـف   . اند  گویند و بنابراین غیرآموزنده     حکم ضرورت دارد به ما نمی     
تحلیلـی آن   ) حقیقـت (کردند، به این ترتیب که گفتنـد، حکـم صـادق              برای حقیقت تحلیلی عرضه   

ppبا قالب   یعنی حکمی (است که نفی آن تناقض       کانت حکمی را که تحلیلی نباشد،      . باشد) ¬∧
جع به مفاهیم مـذکور     خواند به عبارت دیگر حکم ترکیبی آن است که تفکر را          ) یا تألیفی (ترکیبی  

ایـن احکـام    .  در حکم و روابط این مفاهیم با هم برای تعیین درستی یـا نادرسـتی آن کـافی نیسـت                   
توانند درست یا نادرست باشند و صدق یا کذب آنها از طریق شهود، تجربـه یـا هـر دو حاصـل                        می

 ایمانوئل کانت
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. و از ایـن قبیـل     » تبرف سفید اس ـ  «،  ».جر مؤسس سلسله قاجار بود    اآقا محمدخان ق  «مانند  . شوند  می
وی احکام را به دو دسته پیشینی یا ماتقـدم          . بندی دیگری نیز برای احکام توسط کانت ارائه شد          رده

حکم پیشینی آن است که صدق یا کذب آن نیاز به تحقیـق تجربـی               . و پسینی یا ماتأخر تقسیم نمود     
اســت یــا دو  اتمــیمولکــول اکســیژن دو «، »همــه عموهــا، مذکرنــد«قــراین محســوس نــدارد ماننــد 

توجه کنید که تحلیلی بودن به ساختار حکم وابسته اسـت در حـالی کـه                . و از این قبیل   » نیست  اتمی
حکم پسینی آن اسـت کـه صـدق یـا کـذب آن موکـول بـه تجربـه                    . پیشینی بودن به روش شناخت    

ر ه ـ« ،  »جوشـد   آب خالص در سطح دریا در صد درجـه سـانتیگراد مـی            «وقوانین تجربی است مانند     
مرز مشخصی بین تحلیلـی بـودن و ترکیبـی بـودن وجـود              . و از این قبیل   »انسان یکدستی، کور است   

، معلـوم نیسـت کـه سـیاه بـودن واقعـاً جـزء        »ها سـیاه هسـتند   همه کلاغ « گوییم    مثلاً وقتی می  . ندارد
عریف که در ت های کلاغ است و لذا حیوانی که سیاه نباشد، بنابه تعریف، کلاغ نیست؛ چرا  مشخصه

ممکـن  ) هـای آمـازون     مثلاً در جنگـل   (کلاغ، سیاه بودن نیامده است و حتی در یک تحقیق تجربی            
وضعیت مشابهی در مورد پیشینی و پسینی بودن وجود دارد          . است کلاغی یافت شود که سیاه نباشد      

 .شود و لذا در اینجا مسأله زبان و مشکلات آن مطرح می
در مـورد حقـایق تحلیلـی پیشـینی و          .  وجـود نـدارد    بنا به تعریف، حقـایق تحلیلـی پسـینی        

 اما آیا حقیقت ترکیبی پیشینی وجود دارد؟. ترکیبی پسینی نیز مشکلی وجود ندارد
 
 

 پسینی پیشینی 
 - + تحلیلی
 + ؟ ترکیبی

 
آیـد، حقیقـت      خردگرایان که معتقدند معرفت با حکـم قـاطع ذهـن انسـان بـه دسـت مـی                  

گرایان که معرفـت انسـانی را زاییـدۀ حـواس             نند، در حالی که تجربه    دا  ترکیبی پیشینی را ممکن می    
ای   مدعی بود که قضایای ریاضـی نمونـه        کانت. دانند قائل به هیچ حقیقت ترکیبی پیشینی نیستند         می

ها بـه کـار     از احکام ترکیبی پیشینی هستند، ترکیبی هستند چون علاوه بر معانی نمادهایی که در آن              
کنند و مانند حقـایق منطقـی توخـالی نیسـتند، و پیشـینی                دیگری نیز عرضه می   رفته است، اطلاعات    
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های تجربـی ناشـی       که عموماً تعمیم  (هستند زیرا از ضرورت و کلیتی برخوردارند که احکام پسینی           
 .فاقد آنند) از حدسی استقرایی هستند

ذهـن بشـر    که بعضی حقایق هم ترکیبی هستند و هم پیشینی بـه سـاختار                 این کانتبه زعم   
ریزد   های خاصی می    های عالم خارج را در قالب       ساختمان ذهن ما چنان است که داده      . مربوط است 

 .مانند علیت وجوهر» صور فاهمه«یعنی زمان و مکان، و » صور شهود«که عبارتند از 
رنـگ یـا    کـم (وقتی کسی عینکی قرمز به چشـم زده باشـد، همـه چیـز را بـه رنـگ قرمـز                     

تـوانیم    ذهن ما مانند چشم اسـت ولـی مـا نمـی           . ی امکان برداشتن عینک را دارد     بیند ول   می) پررنگ
عینک قرمز خود را از شائبه صور خلاص کنیم، در واقع ذهن بر چگـونگی درک مـا از جهـان اثـر                 

چگونـه اسـت    ) نومن(» در نفس خود  «توانیم با قطعیت بدانیم جهان         ما نمی  کانتبه زعم   . گذارد  می
. نمایـد، بشناسـیم   که نومن خود را بـه مـا مـی      چنان  را، یعنی آن  ) فنومن( نمود آن    توانیم  بلکه فقط می  

وی دو عنصر را در شناخت ما از جهان معرفی کرد، یکی ماده شناخت که همـان ادراکـات حسـی                     
 .دهد ریزد به دست می هایی را که ماده شناخت در آن می است و دیگری صورت شناخت که قالب

گویـد   او می. شود کام ترکیبی پیشینی به وسیله شهود حاصل می صحت احکانتبه عقیده   
عدد اسـتعداد فکـر اسـت بـرای     . حساب بر شهود ما از زمان و هندسه بر شهود ما از فضا مبتنی است     

قضـایای  . شمردن مکرر در مکرر و اشیا هندسی استعداد فکرند در ساختن اشکال فضایی در مخلیـه           
ها فقط در کار داخلـی خـود بصـیرت      هستند و ذهن با وضع آن   در ریاضی ترکیبی پیشینی   ) اساسی(

 .یابد نه در یک حقیقت جزمی خارج از ذهن می
گوید که همۀ حقایق ریاضی، تحلیلی پیشنی یعنی           در کتاب زبان، حقیقت و منطق می       آیر

آن صرفاً تعریـف، و قضـایای       ) اقلیدسی یا نااقلیدسی  (باشند، مثلاً اصول یک هندسه        گویی می   همان
1257«وی بر خلاف کانت که حقیقـت     . صرفاً نتایج منطقی این تعاریف هستند      را ترکیبـی  » +=

1257دانسـت، صـدق حکـم     مـی  57دانـد کـه     را صـرفاً بـه ایـن مربـوط مـی     +=  نـام دیگــر  +
 . است12) مترادف(





 
 

 مفصل هفت
 
 
 

 )ZF( فرانکل -تسرملو معرفی دستگاه
 
 
 
 

 تسـرملو ها توسـط    اولین دستگاه اصل موضوعی برای نظریۀ مجموعه      
تصـور  » مجموعـه «تمام اشیاء این نظریه بـه طـور شـهودی    .  وضع شد  1908در  
هسـتند و مجموعـه     » رده«هـای جدیـد، اشـیاء         شوند درحالی کـه در نظریـه        می

 دریافت  فرانکل 1922در  . ق به ردۀ دیگر است    ای است که متعل     عبارت از رده  
 به عنوان زیربنای کل ریاضـیات ضـعف دارد و یـک سـال             تسرملوکه دستگاه   

 با وضع اصل موضوعی جایگزین، مشکل را حـل نمـود و بـه ایـن       اسکولمبعد  
.  تأسـیس شـد    ZF فرانکل یا به طور مختصر       -های تسرملو   مند نظریۀ مجموعه    ترتیب دستگاه قدرت  

  :این زبان شامل موارد زیر است.  احتیاج داریمL به یک زبان مرتبه اول ZFعرفی برای م
و احیانـاً   » همـانی بـودن    «Iو  » متعلق بودن  «Eحروف محمولی   ) الف

  .تعدادی حرف محمولی دیگر
 ... .  وyو xمتغیرهای فردی ) ب
 .های معین های فردی برای نمایش مجموعه ثابت) ج
 ... .و)،(نمادهای سجاوندی ) د
  .⇔ و⇒ ،∨ ،∧،¬های  رابط) ه
  .∃و∀سورهای ) و

 ارنست تسرملو

 آبراهام فرانکل
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 Eab) »aدو فرمول بسـیط  به کمک ... ، A ،Bها با نماد     جملات خوش ساخت یا فرمول    
 نمــایش b و aهــا  شــوند، کــه در آن ســاخته مــی) » اســتb همــان a« (Iabو ) » اســتb متعلــق بــه

 :بنا به منطق مزبور قوانین اصلی استنتاج عبارتند از. های فردی هستند متغیرهای فردی یا ثابت
BA و Aقیـاس اسـتثنایی، یعنـی از    ) الـف   B و A ، کـه در آن  Bد شـو   نتیجـه مـی  ⇒

 . هستندLهای دلخواهی از  فرمول
 یـک متغیـر     x یک فرمـول و      A که در آن     ∀A;xشود     نتیجه می  Aتعمیم، یعنی از    ) ب

 .فردی دلخواه است
اینک علاوه بـر اصـول موضـوع منطـق مرتبـه اول، از هشـت اصـل موضـوع زیـر کمـک             

 :گیریم می
)EE(I(()  اصل گسترش( wywxwxyyx ⇔∀⇔∀∀ 
)E()  اصل مجموعۀ تهی( wxwx ¬∃∃ 

توجه کنید که بنابه اصل مجموعۀ تهی و اصل گسترش فقط یـک مجموعـه تهـی وجـود                   
 .دهند  نمایش می∅دارد که آن را با ثابت فردی 

)II(E(()  اصل تزویج( uyuxuwuwyx ∨⇔∀∃∀∀ 
},{ را باwاین ( yxدهند  نمایش می(. 
)EE((E((()  اصل اجتماع( zyyxyzwzwx ∧∃⇔∀∃∀ 
)EE((E((() اصل مجموعۀ توانی( yxyzyzwzwx ⇒∀⇔∀∃∀ 
)EE((E)}({((() نهایت اصل بی( xyyyxyxx U⇒∀∧∅∃ 
)EE(((I(((() اصل انتظام( zxzyzyxx ∧∃¬∃⇒∅¬∀ 
 )اصل جایگزینی(

))))SE((E(()S!( twtutwvwvuxyyx ∧∃⇔∀∃∀⇒∃∀ 
 . سور وحدت وجود است∃!  یک محمول با دو متغیر وSxyکه در آن 

 : یک نتیجۀ اصل جایگزینی، قضیۀ زیر موسوم به اصل تصریح است
 ϕ خاصـیت    xو بـه معنـای       (x بـا متغیـر      L یک فرمول از     xϕ)( یک مجموعه و     aاگر  

 ϕ است که خاصیت     a که متشکل از اعضایی از        وجود دارد  bای مانند     باشد آنگاه مجموعه  ) دارد
 .دارند
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},{ یک مجموعه باشد، بنا به اصل تزویج         aاینک اگر    aa      بنـا  .  نیز یک مجموعـه اسـت
}},{{به اصل تصریح     axaax  بنا a}{≠∅پس چون .  یک مجموعه استa}{ ، یعنی    ∋=

∃≠∅بــه اصــل انتظــام  }{; abb I .  بنــابراین∅=}{aa I پــس aa∉ . بــه ایــن ترتیــب
. »هیچ چیـز شـامل همـه چیـز نیسـت          «هالموس.ر.پها وجود ندارد یا به قول         مجموعۀ همه مجموعه  

 مرتفـع   راسـل پارادوکس  ) ز با توجه به اصل تصریح     نی( و   کانتورپس معضلاتی همچون پارادوکس     
 .گردند می

 :توانیم اعداد نامنفی را به صورت زیر تعریف کنیم همچنین می
∅=o{ و1=∅}{ و}{,{ },},{},}{{{ و 2=∅∅  ... و 3=∅∅∅∅

},,,...,{در حالت کلی     121 −= nn o . نهایت وجود مجموعۀ نامتناهی      ر واقع اصل بی   د
,...}2,1,{o=Nکند  را تضمین می. 

ــد، از   ــۀ بعـــــــ ــم ارزی   Nدر مرحلـــــــ ــۀ هـــــــ ــک رابطـــــــ ــه کمـــــــ  و بـــــــ
cbdadcba +=+⇔),(),( NN روی~ ، و ســپس بــه Z  مجموعــۀ اعــداد صــحیح×

svuttsvuکـمـک رابطــۀ هـم ارزی      =⇔),(),(  مجموعـۀ اعـداد     o-Z( ×Z}{( روی   ~
 .شود  ساخته میRهای کوشی،   یا معرفی دنبالهددکیندهای   و بالاخره به کمک برشQگویا 

 :دو اصل قابل توجه دیگر نیز وجود دارد
د ای وجـو  های نـاتهی، مجموعـه    به ازای هر مجموعه از مجموعه –) AC(اصل انتخاب  .1

 .های ناتهی اشتراک تک عضوی دارد دارد که با هر یک از آن مجموعه
، اصل خوش ترتیبی، قضیه     تسورناین اصل معادل بسیاری از احکام ریاضی مهم مانند لم           

 آبلـی ، قضیه وجود زیرگروه هـای       تیخونوفوجود پایه برای فضاهای برداری، قضیه حاصل ضرب         
 . باناخ است- میدان و نیز قضیه توسیع هانبیشین، قضیه وجود و یکتایی بستار جبری

 ، ارائـه    اسـتفان مـازور   ای از     ها قضـیه    یکی از آن  . اصل انتخاب نتایج شگفت انگیزی دارد     
 : است1914شده در 

کـه هـر      طـوری   ای از نقاط صفحه وجود دارد به         ، مجموعه  n<1به ازای هر عدد طبیعی      «
 ».کند  نقطه قطع میnمزبور را دقیقاً در خط واقع در صفحه، مجموعه 

 نشان دادند که هر دو جسم کراندار        1924 در سال    آلفرد تارسکی  و   استفان باناخ همچنین  
A   و B         توان   که هر یک شامل یک گوی باشند در یک تقسیم متناهی همنهشت هستند یعنی میA 
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kA...AA را به صورت اجتماع جدا از هم         Bو   UU1=   و kB...BB UU1=     نوشـت بـه 
 همنهشـت   R3بـه یـاد آوریـد کـه دو جسـم در           . ( باشد iB همنهشت با    i  ،iAطوری که برای هر   

 .)شوند هرگاه بتوان یکی را با انتقال یا دوران بر دیگری منطبق کرد خوانده می
 یا با   Nجموعه نامتناهی از مجموعه اعداد حقیقی یا با          هر زیر م   –) CH(فرضیه پیوستار . 2

Rیک است به  در تناظر یک. 
 ZF در   CH و نیـز     AC نشـان داد کـه ابطـال         1936 در سال    گودل
 در  CH و AC ثابت کرد که اثبات      پال کوهن سی سال بعد    . غیر ممکن است  

ZF   یـک  «گوید     به کمک این قضیه که می      گودلهمچنین  .  غیر ممکن است
 ZFنشان داد که اگر     » اه سازگار است اگر و فقط اگر دارای الگو باشد         دستگ

بـه  ) و حتـی هـر دو      (CH یـا    ACسازگار باشد، دسـتگاه حاصـل از افـزودن          
  .اصول موضوع آن نیز سازگار است

تـوان بـا       می لذا.  برقرار است  CH و AC به جای    ¬CH و   ¬ACضمناً بیان مشابهی با     
 . استفاده کردZF+AC+CH از ZFآسودگی خاطر به جای 

ها   در ریاضیات مانند نقش الکترون در الکترونیک و نقش سلول     ZFC=ZF+ACنقش  
ریاضیات کنونی اسـت، بـه خصـوص بـا          % 99 پایۀ   ZFCشود که     در بیولوژی است و حتی ادعا می      

 شـامل یـک دسـتگاه       ZFتوان نشان داد که       ی م کارل وایرشتراس  و   رنه دکارت های    استفاده از ایده  
به ایـن ترتیـب بـه       .  ارائه گردید  آلفرد تارسکی با هندسه مسطحه اقلیدسی است که توسط        » هم ارز «

یکی از اهداف تحقیقات منطق نوین که ارائه یک نظریـه صـوری بـرای وحـدت بخشـیدن بـه کـل          
 صادق  ZFCدر مورد   گودل  مامیت  البته توجه کنید که پدیده نات     . ایم  ریاضیات است، نزدیک شده   

 سازگار است یا خیر، ولی قوام وقدرت آن گویای سازگاری این دستگاه             ZFCدانیم    ما نمی . است
 .وسیع است

 پال کوهن



 
 

 فصل هشتم
 
 
 

 آشنایی با 
 های اقلیدسی و نااقلیدسی هندسه

 
 
 
 

یم اسـاس ایـن شـیوه بـر تنظ ـ        . های روش علمی را بنـا نهـاد          اولین کسی بود که پایه     ارسطو
منطقی اطلاعات یک حوزه علم بر اساس مفاهیم اولیه، اصول، تعاریف و قضایا بود، همـان چیـزی                  

شناسی ارسطو شدیداً بـر کـار اقلیـدس در            های روش   ایده. شود  که امروزه روش صوری خوانده می     
 در حـدود سـه قـرن قبـل از مـیلاد مسـیح اولـین نمونـه                   اقلیـدس . اثر گذاشت » اصول«کتابش به نام    

او ابتـدا تعـدادی مفهـوم از جملـه جـزء، طـول،       . های اصل موضوعی را در هندسه ارائـه داد     گاهدست
وی . را به عنوان اصطلاحات اولیه برگزید و سپس به تعریف مفـاهیم هندسـی پرداخـت               ... عرض و 

سپس پنج گـزاره زیـر را       ... . گفت که نقطه آن است که جزء ندارد، خط را طول بلا عرض نامید و              
 :ن اصل موضوع انتخاب کردبه عنوا

 .توان خطی کشید از هر نقطه به هر نقطه دیگر می -1
 .توان به طور نامحدود امتداد داد  هر پاره خط را می-2
 .توان دایره رسم کرد  با هر مرکز و هر شعاعی می-3
 . همه زوایای قائمه با هم برابرند-4
در یک طرف کوچکتر از دو       اگر خطی دو خط را قطع کند و مجموع زوایای داخلی             -5

کننـد، در صـورتی کـه بـه قـدر کـافی در همـان                  گاه آن دو خط همدیگر را قطع می         قائمه باشد آن  
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ایـن اصـل موسـوم بـه اصـل          (تـر اسـت امتـداد داده شـوند            طرفی که مجموع زوایا از دو قائمـه کـم         
د که از یک نقطه     باش   می پلی فیر اقلیدس است که معادل بدیل ارائه شده توسط         ) اصل توازی (پنجم

 ). شود واقع در خارج یک خط، یک و فقط یک خط موازی آن رسم می
 :اقلیدس سپس از روی این اصول ساده و به کمک پنج اصل متعارف

 اند؛  دو چیز مساوی با یک چیز، با یکدیگر مساوی-)الف
 تر است؛  کل از هر جزء خود بزرگ-)ب
 د؛ دو چیز منطبق بر هم، با یکدیگر برابرن-)ج
 اند؛  حاصل جمع مقادیر متساوی با مقادیر متساوی، با یکدیگر مساوی-)د
 .اند  حاصل تفریق مقادیر متساوی از مقادیر متساوی، با یکدیگر مساوی-)ه

 حکم هندسی که بعضـی از نظـر شـهودی    456شوند، به اثبات    که اصول منطقی تصور می    
 .فکر به دست دادترا در تاریخ بسیار پیچیده هستند پرداخت و اولین دستگاه قیاسی 

تـوان    خط راست را مـی    «مثلاً بنا به اصل دوم    . البته کار اقلیدس شامل ایرادهای اساسی بود      
، در حـالی کـه اقلیـدس خـط را           »خـط نامتنـاهی اسـت     « داد که   ، اما این نتیجه نمی    » پیوسته ادامه داد  

 اسـتفاده کـرده   پاش موسوم به اصل یا در جایی دیگر تلویحاً از این فرض  . نامتناهی فرض کرده بود   
اگر خطی یکی از اضلاع مثلثـی را ببـرد، حـداقل یکـی از دو ضـلع دیگـر را قطـع خواهـد                     « بود که 
او همچنین بـدون  . که اصلی که وی را مجاز به استفاده از این فرض بکند ارائه دهد  ، بدون این  »کرد
های هندسی، مثلاً در      رکت در انطباق  را بیان کند، از ح    ) های سطح   و ویژگی (که مفهوم حرکت      این

با این حال باید توجـه داشـت تـلاش          . های مختلف تساوی دو مثلث، استفاده کرده بود         اثبات حالت 
بود که تـا    ... های شهودی عصر خود از نقطه فیزیکی، خط فیزیکی و            آرمانی کردن دیدگاه   اقلیدس

 .آمیز بود حد زیادی موفقیت
 بـه  آلفـرد تارسـکی   و   داوید هیلبـرت  دانان از جمله      از ریاضی در اوایل قرن بیستم تعدادی      

 ضمن ارائه یک دستگاه اصل موضوعی بـرای هندسـه           هیلبرت.  همت گماشتند  اقلیدساصلاح کار   
اسـتفاده  » میز، صـندلی و فنجـان  «توان از  در هندسه می» نقطه، خط و صفحه   «تأکید کرد که به جای      

 .خارج از دستگاه قیاسی ندارندکرد زیرا مفاهیم اولیه هیچ معنایی در 
 را بـرای هندسـۀ مسـطحۀ اقلیدسـی بـه      آلفـرد تارسـکی  جا طرحی از نظریۀ صوری   در این 

 :دهیم دست می
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). »همـانی « (I،  )»فاصـله « (D،  )»بین« (B،  )»نقطه« (P:اولیه عبارتند از  ) مفاهیم(محمولات  
 یـک   x« به ترتیب به معنـای       Ixy و   Px  ،Bxyz  ،Dxyuvهای بسیط     فرمول

»  است v تا   u برابر فاصلۀ    y تا   xفاصلۀ  «،  »قرار دارد  z و x بین   y«،  »نقطه است 
ها، زوایـا،     خط  اشیاء دیگر هندسی از قبیل پاره     . باشند  می»  است y همان   x«و  

مـثلاً دایـره بـه    . شـود   به وسیلۀ مفاهیم اولیـه تعریـف مـی        ... ها، دوایر و      مثلث
 Dxyuvکـه     طـوری    اسـت بـه    y متشـکل از همـه نقـاط         uv و شعاع    xمرکز  

  .برقرار باشد
 تارسکی. ها صفر باشد    شوند هرگاه فاصله بین آن       یکی تصور می   y و xدر هندسه دو نقطه     

)ID(این مطلب را با اصل موضوع        xyxyzzzyx یک اصل موضـوع دیگـر      . کرد   بیان ∀∀∀⇒
 عبارت است از

)B)BB(( xyzwyzwxyzyxw ⇒∧∀∀∀∀ 
زای هر چهـار نقطـۀ داده شـده، اگـر دومـی بـین اولـی و                  که مبین این مطلب است که به ا       

 .گاه سومی بین دومی و چهارمی است سومی و سومی بین اولی و چهارمی باشد، آن
 :یک اصل قابل توجه عبارت است از

))BBB()IDDD(( yxzxzyxyzuvzuzvyuyvxuxvvuzyx ∨∨⇒¬∧∧∧∀∀∀∀∀

 .باشند باید بر یک استقامت v و u هم فاصله با دو نقطه متمایز z و x ، yگوید هر سه نقطۀ  که می
رفته دوازده اصل موضوع به علاوه یک گردایـه از اصـول موضـوع کـه                  هم   روی تارسکی

اش  داد کـه دسـتگاه صـوری    وی همچنین نشان. دهد، ارائه کرده است  پیوستگی خط را به دست می     
از طرفـی  . تمام است یعنی به ازای هر گزاره هندسی، یا آن گزاره یا نقیضـش قضـیه دسـتگاه اسـت               

کند هـر دسـتگاه اصـل موضـوعی تمـام، و از جملـه دسـتگاه هندسـی                      بیان می  گودل قضیۀ تمامیت 
یعنی الگوریتمی وجود دارد که یک گزاره دلخواه از هندسه مسـطحه            . پذیر است   ، تصمیم تارسکی

را بر حسـب ایـن کـه گـزاره،          » دروغ«یا  » راست«پذیرد و خروجی      اقلیدسی را به عنوان ورودی می     
 .دهد دست میراست یا دروغ باشد به 

اصل پنجم اقلیدس، بر خلاف چهار اصل اول، به طریقی تجربی قابل تحقیق نبود و ایجـاز        
 سـعی   لامبـرت  و   سـاکری ،  لژانـدر ،  والـیس بنابراین عدۀ زیادی از جمله      . ها را نداشت    و وضوح آن  

موفق ها نـا  ولی در طول دو هزار سال این تلاش. را به کمک چهار اصل دیگر اثبات کنند       کردند آن 

آلفرد تارسکی
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 چند بار کتاب اصول هندسه خود را چاپ کرد و در هر بـار اثبـاتی از اصـل                    ماری لژاندر ماند، مثلاً   
حتـی  . هایش شامل استفاده از صورتی معـادل از اصـل تـوازی بـود               توازی ارائه داد، ولی همۀ اثبات     

ارائـه  را بـرای اصـل پـنجم        » دوری« نیـز برهـانی      خواجـه نصـیرالدین طوسـی      و   عمر خیام گویند    می
ایـن  . های نااقلیدسی شـد  ها مقدمه یک پیروزی بود و منجر به کشف هندسه          اما این شکست  . کردند
بـه  . تکوین یافتنـد  ...  و   یانوش بویویی ،  فورکوش،  ریمان،  لباچوفسکی،  وساگها با کارهای      هندسه

سـازگارند،  ها و هندسه اقلیدسی به یک انـدازه    علاوه با کمک الگوها نشان داده شد که این هندسه         
 مبنـی بـر ترکیبـی       کانـت به این ترتیب نظـر      . یعنی اگر یکی سازگار باشد دیگری نیز سازگار است        

مطلبــی کــه بیشــتر گویــای دانــش روز و  (پیشــینی بــودن هندســه و ذاتــی ســاختار ذهــن بــودن آن  
 .رد گردید) های علمی دوران کانت است محدودیت

ی یا نااقلیدسـی بـه نـوع کاربردهـا وابسـته            البته انتخاب یک دستگاه هندسی از نوع اقلیدس       
 و در نظریـه نسـبیت خـاص از هندسـۀ            ریمـانی  در نظریۀ نسـبیت عـام از هندسـۀ           اینشتیناست، مثلاً   

  . استفاده نمودمینکوفسکی زمان -تر فضا ساده
توانسـت    اگـر هندسـه دانشـی تجربـی بـود نمـی           «:گوید     می پوانکاره

بنـابراین، اصـول   ... بـود  دید نظـر مـی   دانشی دقیق باشد و پیوسته دستخوش تج      
تنهـا  . هندسی نه شهود ترکیبی هستند و نه حقایق تجربی، بلکه قرارداد هسـتند        

انتخاب ما از میان همۀ قراردادهای ممکـن بـه وسـیله حقـایق تجربـی رهبـری                  
شود، ولی انتخاب ما آزاد است و فقط به لزوم اجتناب از هرگونه تناقضـی                 می

توانند دقیقاً درست باقی بمانند، حتی اگر قـوانین           این، این اصول هستند که می     بنابر. شود  محدود می 
به عبارت دیگر اصول موضوع هندسـه       . اند تقریبی باشند    ها شده   تجربی که موجب پذیرفته شدن آن     

آیـا هندسـه اقلیدسـی درسـت        «ایـن پرسـش کـه       بـرای   پس  . تنها عبارتند از تعاریف در لباس مبدل      
آیـا دسـتگاه متـری      «کـه بپرسـیم       معنی است، درست مثـل ایـن        یشید؟ پرسشی بی  چه باید اند  » است؟

اند؟ آیـا مختصـات دکـارتی درسـت و مختصـات       های قدیم نادرست    درست است و اوزان ومقیاس    
ای دیگـر باشـد، تنهـا ممکـن           تر از هندسه    تواند درست   ای نمی   هیچ هندسه ... » قطبی نادرست است؟  

 ».تر باشد است مناسب

 هانری پوانکاره
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. شویم که در هندسه بـین اشـیاء فیزیکـی و اشـیاء ریاضـی تفـاوت وجـود دارد                     متذکر می 
شود، یک خط فیزیکی اسـت و نـه خـط ریاضـی؛ خـط ریاضـی        خطی که بر صفحه کاغذ رسم می 

 .آلی است یک موجود ایده
گوید که مـا، بـین هندسـه فیزیکـی و هندسـه ریاضـی تفـاوت قائـل                      می رادولف کارناپ 

یاضی تحلیلی پیشینی هستند، در حالی که اساس هندسه فیزیکـی تجربـه     قضایای هندسه ر  . شویم  می
 .بوده و قضایای آن ترکیبی پسینی است

گوید که ریاضیات متشـکل از        می» زمان-فلسفه فضا « در کتاب خود با نام       هانس رایشنباخ 
م تـوانی  ما دیگر نمـی ... حقایق تحلیلی پیشینی است و صدق ترکیبی یک هندسه سؤالی تجربی است     

توانیم بگوییم متر یـک       که نمی   از هندسه اقلیدسی است چنان    » تر  درست «اینشتینبگوییم که هندسه    
 .از یارد است» درست تر«مقیاس 

 بـا موجـودات اقلیدسـی بـرای اصـل           کلایـن اکنون طرحی از یک الگو موسوم به الگوی         
 :دهیم گوید خطوط موازی وجود ندارند ارائه می توازی بیضوی که می

دو نقطه از یک کـره را       (نید یک نقطه، یک جفت نقطه متقاطر از یک کره باشد            فرض ک 
. و یـک خـط، یـک دایـرۀ عظیمـۀ آن کـره باشـد               ) گویند، هرگاه دو سر یک قطر باشند        متقاطر می 

 .صورت خطوط موازی وجود ندارند ضمن آن که  همه خطوط، درازای متناهی دارند دراین
بـرای هندسـه هـذلولوی و بـا     » قرص پوانکاره«سوم به و سرانجام اجازه دهید یک الگو مو    

 :موجودات اقلیدسی ارائه دهیم
 را صـفحه هـذلولوی      Cدرون  .  یک دایره ثابـت در صـفحه اقلیدسـی باشـد           Cفرض کنید 

 و یـک    Cیک نقطه از درون دایره      ) نامیم   نقطه می  -Hکه  ( یک نقطه هذلولوی را     . کنیم  تصور می 
 یـا فصـل    C با یک دایره عمود بر       Cفصل مشترک درون    ) امیمن   خط می  -Hکه  (خط هذلولوی را    

 خط و   -H نقطه بر یک     -Hیک  » قرارداشتن«های    نسبت. کنیم   تعبیر می  Cمشترک آن با یک قطر      
 .آن است) اقلیدسی( نقطه دیگر به معنای معمولی -H نقطه بین دو -Hیک » میان بودن«
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ملاحظـه  . گیـریم   ندارد در نظـر مـی      را که بر آن قرار       B نقطه   -H و   DE خط   -Hاینک  

گذرنـد و      مـی  B وجـود دارنـد کـه از         AB و   CB خـط از قبیـل       -Hشود کـه تعـداد نامتنـاهی          می
به یاد آوریـد کـه دو خـط را مـوازی گوینـد هرگـاه نقطـه مشـترکی نداشـته               ( هستند   DE» موازی«

م مـوازی   پس این حکم صادق در هندسه اقلیدسی که دو خـط مـوازی بـا یـک خـط بـا ه ـ                     ). باشند
  .هستند، در هندسه هذلولوی صادق نیست

 

 
 

ــین فاصــله هــذلولوی دو نقطــه    توســط Q و Pهمچن
PBQA
QBPA

ln)QP,( =d داده 

 نمـایش فاصـله اقلیدسـی دو    ST و مثلاً Q و P خط مار بر -H دو سر  B و   Aشود که در آن       می
نکتـه جالـب در     ). واص متعارف مفهوم فاصـله را دارد      این تعریف فاصله همه خ    ( است   S و   Tنقطه  
 را هر قدر بخواهیم بزرگ کنیم مشـروط  d(P,Q)توانیم   ثابت باشد، میPجا این است که اگر   این
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خطـوط درازای نامتنـاهی     -Hپـس  .  نزدیک شود  B به   AB خط   -H به قدر کافی بر      Qبه این که    
هندسـه اقلیدسـی، خطـوط مـوازی، هـم فاصـله         جا بر خـلاف       همچنین توجه کنید که در این     . دارند
 .کند  خطوط حرکت می-Hو در خلأ، روی ) هذلولوی(ضمناً نور در این جهان . نیستند

شود و اندازه آن برابـر انـدازه معمـولی             خط حاصل می   -H زاویه از برخورد دو      -Dیک  
هـا     نقطه تقـاطع آن     خط مورد نظر در    -Hهای اقلـیـدسـی مـرسـوم بـر دو        زاویه اقلیدسی بین مماس   

 برابــر انــدازه زاویــه اقلیدســی ∠ABC زاویــه -Hپــس در شــکل زیــر انــدازه . شــود تعریــف مــی
CBA   .باشد  می∠′′

 
که شکل حاصل از برخورد دو بـه        ( مثلث   -Hدر این هندسه مجموع زوایای داخلی یک        

 اخـتلاف   sاگـر   .  اسـت  180°همـواره کـوچکتر از      ) شـود    خط متمایز تعریـف مـی      -Hدوی سه تا    
شود که هرقدر اضلاع مثلث کـوچکتر باشـد            باشد، مشاهده می   180°مجموع زوایای یک مثلث از      

s     توان گفت که یک تکه کوچک از فضای هـذلولوی رفتـاری مشـابه                 کوچکتر خواهد بود لذا می
 .دفضای اقلیدسی دار

  در شکل زیر 
s(ABC)//s(BAM) =°≤°= 1121477 
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 .دهد  یک جهان هذلولوی را به زیبایی نمایش میموریس اشرگراور زیر اثر 

 
 

 

 



 
 

 فصل نهم
 
 
 

 پارادوکس
 
 
 
 
چـه بـه نظـر درسـت      آن(آمیز، باورنکردنی یا خلاف انتظار و شـهود ماسـت         چه تناقض   آن

رسد و واقعاً غلط      رسد ولی درست است، یا به نظر غلط می           است، به نظر غلط می     رسد ولی غلط    می
 .شود پارادوکس یا باطلنما خوانده می) است

جـزء  «کـه   هـا ربطـی بـه ریاضـیات ندارنـد، یـا ایـن        ممکن است فکر کنیم که پـارادوکس   
ستند، امـا نـه تنهـا چنـین         اند و به همین دلیل مفید نی        ویا اساساً حقه و شعبده    . واقعی نیستند » ریاضیات

آورند که از نظر تاریخی در ایجاد      ها را بخشی از ریاضیات به حساب می         نیست بلکه عدۀ زیادی آن    
های استدلال، افزایش دقت و وضـع         انگیزه برای گسترش مرزهای دانش، تعمیق بینش، تعمیم شیوه        

 در تکامل حسـابان در      زنونهای   مثلاً پارادوکس . قوانین زبان شناختی جدید تأثیر شگرف داشته اند       
 و  کانتور،  رتیوبورالی ف های    ها مانند پاراداوکس    های نظریۀ مجموعه    ، پارادوکس 19 تا   17های    قرن

، پارادوکس دروغگـو در طـرح برهـان قضـیۀ       کانتورهای    مجموعه) شهودی( در تدقیق نظریۀ     راسل
در درون یـک دسـتگاه   » نی نیستاین جمله اثبات شد«گوید  که می ( در قرن بیستم     گودلناتمامیت  

هـای    در درک نارسـایی بوچوفسـکی ، پـارادوکس  )صوری به قدر کافی بزرگ اثبات شدنی نیست     
 در طـرح مشـکلات مفـاهیم نظـری در           زنـون  و پـارادوکس تیـر       تامسـون زبان و پارادوکس لامـپ      

 .فیزیک نقش به سزایی داشتند
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رسند و حتی این ایده را به ذهن  ها که متضمن تناقضند صادق به نظر می    بعضی پارادوکس 
ت کلاسـیک بـه اسـتناد اسـتنتاج         ایدانیم در ریاض ـ    می. ها را نپذیریم    کنند که چرا تناقض     نزدیک می 

)B)AAمعتبر از  اما چرا بایـد بـه ایـن مطلـب گـردن            . شود  ، تناقض هر چیزی نتیجه می     ¬∧⇒
دارد کـه در آن تنـاقض پـذیرفتنی اسـت و بـر      نهاد؟ در واقع نوعی منطق به نـام پیراسـازگار وجـود        

 .خلاف ریاضیات کلاسیک، چنین نیست که از تناقض هر چیزی نتیجه شود
 در  بوچفـار مـثلاً   . اند  شده  ها به کار گرفته     ابزارهای متفاوتی برای رفع و رجوع پاراداوکس      

تـوان از فرازبـان      همچنین می . ها استفاده کرد    های سه ارزشی برای تحلیل پارادوکس        از منطق  1938
ها درسـتی     که روی آن  ... های نوع اول، نوع دوم و         های مختلفی با نام     برای تفکیک جملات به لایه    

پارادوکس دروغگو  در مورد    مثلاًشوند استفاده کرد، کاری که        و نادرستی به طور مستقل تعیین می      
 .انجام شدنی است» گویم دروغ است چه می آن«دارد  بیان میکه 

 با تقسیم زبان به دو لایۀ زبان موضوعی که در مورد امور بیـرون       آلفرد تارسکی  برای مثال 
کنـد کـه      راند، استدلال مـی     کند و فرازبان که در مورد زبان موضوعی سخن می           از زبان صحبت می   

که متعلق بـه فرازبـان اسـت در         » دروغ است «، عبارت   »گویم دروغ است    چه می   آن«گوییم    وقتی می 
 .کار رفته است و لذا از نظر ساختار منطقی اشکال داردلایۀ موضوعی به 

شود، برای حـل آن بایـد         ظاهر می ) وعلم(با این حال، هربار که پارادوکسی در ریاضیات         
چه داریم بهبود بخشیم یا تصحیح کنیم یا قوانین زبان شناختی مناسب وضع کنیم                فهم خود را از آن    

هـا کـافی بـه نظـر          در کالبد ریاضیات و جـدی گـرفتن آن        ها    و این دلیل، برای قراردادن پارادوکس     
 .رسد می

 
 ها بندی پارادوکس رده

) در ریاضـیات  (هـا     تـرین پـارادوکس     بندی و معرفی بعضی از معروف       در این بخش به رده    
 :پردازیم می

ها اسـت کـه بـه علـت           های نظریۀ مجموعه    های مورد مطالعه، پارادوکس     اولین پارادوکس 
به خصـوص ایـن   . آیند ها به وجود می سیار بزرگ مانند مجموعۀ همۀ مجموعههای ب وجود مجموعه 

در نظریۀ کانتور،   . دهند  های کانتور را نشان می      ها ضعف دیدگاه شهودی نظریۀ مجموعه       پارادوکس
مجموعه، یک گروه یا دسته از اشیاء معین است که هر شئ دلخواه، یا عضو آن مجموعـه باشـد یـا                      



 51                                                                           پارادوکس                                       

یـا  ( یـک محمـول      φشـود یعنـی اگـر       هر خاصیت یـک مجموعـه مشـخص مـی         نباشد، به علاوه با     
 درسـت اسـت، یـک مجموعـه بـه دسـت             xφ)(هـا   هایی که برای آن    xباشد، دستۀ همۀ    ) خاصیت

 ها وضع شد با      که برای تنقیح نظریۀ مجموعه     فرانکل و   تسرملوالبته دستگاه اصل موضوعی     . دهد  می
از » هر مجموعۀ ناتهی دارای عضوی است که اشتراکش با خود مجموعه تهـی اسـت              «این اصل که    

 .کند ها و نیز پارادوکس راسل جلوگیری می ظهور این تناقض
 

 1پارادوکس بورالی فورتی
هـا     اولین پارادوکس در نظریۀ مجموعه     1897، در بورالی فورتی دان ایتالیایی به نام       ریاضی

اش  گـاه بـا ترتیـب طبیعـی       مجموعۀ همۀ عددهای ترتیبی باشـد آن       A گفت اگر    وی. را عرضه کرد  
 Aباید از هر یک از اعضـای        α.  است αخوش ترتیب بوده و لذا دارای عدد ترتیبی یکتایی مانند         

 .ن نیست اکیداً بزرگتر باشد که ممکαو از جمله خود 
 

 2پارادوکس کانتور
 لـذا   A=P(A)ها باشد، پس       مجموعۀ همۀ مجموعه   Aفرض کنید   

Card(A)=Card(P(A))  ــیۀ ــه قضـــــ ــانتور از طرفـــــــی بنابـــــ  کـــــ
Card(A)<Card(P(A))  ــاقض اســت ــن تن ــن( و ای  Card(B)جــا  در ای

 ). استBمجموعه )  تعداد اعضاییا به عبارت نادقیق(نمایش عدد اصلی 
 

ها خلاف شهود ما و باورنکردنی و در عـین حـال              بعضی پارادوکس 
 : تارسکی و روز تولد-های باناخ درست هستند مانند پارادوکس

 
 3 تارسکی-پارادوکس باناخ
توان بـا بـرش یـک      به کمک اصل انتخاب اثبات کردند که می    1924 در   تارسکی و   باناخ

هـا   و دوباره چسـباندن آن ) یعنی دوران و انتقال( شش قطعه، ایجاد حرکات صلب    به) پرتقال(گوی  
                                                 

1- Boralli Forty's Paradox 
2- Cantor's Paradox 
3- Banach-Tarski Paradox 

 جورج کانتور
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پـذیر لبـگ      توجه کنید که قطعات مزبـور انـدازه       . (هم اندازۀ اولی به دست آورد     ) پرتقال(دو گوی   
ضمناً هیچ حکم مشابهی برای قرص مستدیر وجـود   . نیستند زیرا در حرکات صلب، اندازه پایا است       

 .) ندارد
 1999همچنــین در .  تعــداد قطعـات را از شــش بــه پـنج تقلیــل داد  م رابینسـون .ر 1944در 

 از دانشگاه هاروارد نشان داد که اگر هر دو مجموعـۀ کرانـدار در صـفحه داده                  فرانسیس ادوارد سو  
توان یکی را با تقسیم به پنج قسمت و سپس حرکـت در صـفحه بـر دیگـری                     شده باشند همواره می   

 .منطبق کرد
 

 4کس روز تولدپارادو
کـه حـداقل دو نفـر روز           نفر در یک سخنرانی شرکت کرده باشـند، احتمـال ایـن            23اگر  

 و  05/0 نفر شرکت کرده باشند ایـن احتمـال حـدود            22است، اگر   % 50تولدشان یکی باشد حدود     
 .است% 99 نفر حضور داشته باشند این عدد بزرگتر از 60اگر بیش از 
 

ماننـد پـارادوکس    . رست حاصل از استدلال نادرست هستند     ها نتایج ناد    بعضی پارادوکس 
فیلسوف قرن پنجم اهل الیا در جنوب ایتالیـا و  (پشت زنون    غیرمنتظره، پارادوکس آشیل و لاک     دار

 :و پارادوکس استقراء) پارامندیسشاگرد 
 

 5غیرمنتظره پارادوکس دار
و پنجشنبه به دار آویختـه      شود که او در یکی از روزهای بین شنبه            به یک زندانی گفته می    

 .شود خواهد شد، اما تا روز به دار آویخته شدن، وی نخواهد دانست که کدام روز اعدام می
فهمـد کـه      شود، زیرا اگر او تا چهارشنبه زنده باشد مـی           و روز پنجشنبه به دار آویخته نمی      ا

ز روزی کـه بـه دار   شـود کـه وی ا   اعدام در روز پنجشنبه صورت خواهد گرفت، اما به او گفته مـی     
شود زیرا اگر تا سه شنبه زنـده   او روز چهارشنبه نیز اعدام نمی . شود پیشاپیش آگاه نیست     کشیده می 

فهمد که روز چهارشنبه      شود، می   بماند، با توجه به این که بنا به استدلال بالا روز پنجشنبه اعدام نمی             

                                                 
4- Birthday Paradox 
5- Unexpected Hanging Paradox 
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 که او در هیچ یک از روزهای دیگـر نیـز            دهد  های مشابه نشان می     استدلال. اعدام انجام نخواهد شد   
 .تواند اعدام شود نمی

 .کند شود و وی را اعدام می اما در روزی غیر از پنجشنبه جلاد وارد می
 

 6پشت زنون پارادوکس آشیل و لاک
تــر از  پشــت کنــدرو، آشــیل کــه کمــی عقــب بــین آشــیل تنــدرو و لاک» دو«در مســابقه 

ای برسـد     زیرا ابتدا باید بـه نقطـه      . سدر  گاه به او نمی     پشت است، هیچ    لاک
رسـد   جـا مـی   اما وقتـی بـه آن    . جا حرکت کرده است     پشت از آن    که لاک 

دهـد و   پشت قدری جلوتر رفته است و همان وضعیت قبـل روی مـی         لاک
شـود ولـی     پشـت نزدیـک مـی       با تکرار این رونـد، گرچـه آشـیل بـه لاک           

 .رسد گاه به او نمی هیچ
 

 7پارادوکس حسن کچل
 تـار مـو داشـته باشـد و کچـل      nاگر حسن   .  حسن یک تار مو داشته باشد کچل است        اگر

 n+1یعنـی دارای    ) یا رویانـده شـود    (گاه اگر یک تار موی دیگر نیز روی سرش بروید             باشد، آن 
چل پس بنا به استقرای ریاضی، حسن هر تعداد تار مو داشته باشد ک            . تار مو شود باز هم کچل است      

 .است
 

هـای تـوده،      های مـبهم هسـتند ماننـد پـارادوکس          ها ناشی از تعریف     تعدادی از پارادوکس  
 :ریچارد، اژدها و تخته سیاه

 
 8)کپه(پارادوکس توده 

با اضافه کردن یک دانه گنـدم، بـه دو دانـه دسـت     . یک دانه گندم یک توده گندم نیست      
ن یک دانه گندم دیگر، سه دانه خـواهیم داشـت          با اضافه کرد  . یابیم که باز هم توده گندم نیست        می

                                                 
6- Achilles and the Tortoise Paradox 
7- Induction Paradox 
8- Sorites Paradox 

 زنون ایلیایی
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امـا  . رسـیم   گـاه بـه تـوده گنـدم نمـی           اگر این عمل را تکرار کنیم، هیچ      . شود  که توده محسوب نمی   
 .شود ها به قدر کافی بزرگ شود، توده نامیده می زمانی که گردآیه گندم

 
 9پارادوکس ریچارد

وجـود  » ر از صـد حـرف تعریـف کـرد    ت را با کم    کوچکترین عدد طبیعی که نتوان آن     «آیا  
دارد؟ چون تعداد اعداد طبیعی نامتناهی و تعداد حـروف زبـان فارسـی متنـاهی اسـت پـس عـددی                      

بنا به اصـل    . تر از صد حرف فارسی تعریف کرد        توان آن را با عبارتی شامل کم        وجود دارد که نمی   
تـر از صـد حـرف فارسـی      کمرا با  خوش ترتیبی اعداد طبیعی، کوچکترین عدد طبیعی که نتوان آن     

یعنـی  (تر از صد حرف       اما عبارت بالا که بین دو نماد گیومه قرار دارد کم          . تعریف کرد وجود دارد   
 .تر از صد حرف فارسی تعریف شد دارد، یعنی عدد ارائه شده با کم) پنجاه و سه حرف

 
 10پارادوکس اژدها

گـوییم    ، وقتـی کـه مـی      توانیم راجع به چیزی که وجـود نـدارد صـحبت کنـیم              چگونه می 
 .»اژدهای هفت سر وجود ندارد«

 
 11پارادوکس تخته سیاه

کوچکترین عدد   «جمله 3و1،2 اعدادتخته سیاهی را در نظر بگیرید که روی آن علاوه بر            
 4در ایـن صـورت گرچـه عـدد          . نوشته شده اسـت   » .طبیعی که روی این تخته سیاه ارائه نشده است        

 . است4ه است، ولی عبارت مذکور روی تخته سیاه مبین روی تخته سیاه نمایش داده نشد
 

 :پارادوکسی مانند بوچوفسکی مشعر به نارسایی های زبان است
 
 
 

                                                 
9- Richard's paradox 

10- Dragon Paradox 
11- Blackboard Paradox 



 55                                                                           پارادوکس                                       

 12پارادوکس بوچوفسکی
در ایـن صـورت     . تـر هسـتند     فرض کنید شما فقط دو برادر دارید که هر دو از شـما مسـن              

 :جمله به ظاهر غلط ذیل، راست است
 »تر است سنترم از من م برادر جوان«

 
هـا ماننـد پـارادوکس راسـل،          پوانکاره و راسل دریافتند کـه بـروز بسـیاری از پـارادوکس            

یـک تعریـف غیرحملـی، تعریفـی     . ها است های غیرحملی در آن به علت وجود تعریف  ... کانتور و   
 و یـک    aشـود، مـثلاً وقتـی یـک شـئ             است که در آن یک شئ با ارجاع به خود شئ تعریـف مـی              

 ارائـه  A فقـط بـا مراجعـه بـه     a باشد ولـی تعریـف    A عضو   aوری تعریف شوند که      ط Aمجموعۀ  
گردد، مانند مفهوم کوچکترین کران بالایی یک مجموعه که به عنوان کوچکترین عضو مجموعـۀ               

هـای آرایشـگر، راسـل،        پـارادوکس . شـود   های بالای آن مجموعه تعریف مـی        متشکل از همۀ کران   
 :اند رچ و بری از این دستهفهرست، خودناتوصیف، اسمارندا

 
 13پارادوکس آرایشگر
تراشد که ریـش      او فقط ریش کسانی را می     . ای فقط یک آرایشگر وجود دارد       در دهکده 

 تراشد؟ سؤال این است که ریش خود آرایشگر را چه کسی می. تراشند خود را نمی
خود را بتراشد   اگر او ریش خود را نتراشد، باید نزد آرایشگر یعنی خودش، برود تا ریش               
 .و اگر ریش خود را بتراشد، نباید توسط آرایشگر یعنی خودش، ریشش تراشیده شود

 
 14پارادوکس راسل

ــد ــد و   ϕفــــــــرض کنیــــــ ــودن باشــــــ ــود نبــــــ ــو خــــــ ــیت عضــــــ خاصــــــ
x}x{x}  { ∉== xxA ϕهــای کــانتور،  پــس بنابــه نظریــۀ مجموعــه. استدرستA یــک 

؛ و اگــر ∌A،AA، بنابــه تعریــف∋AAاگــر . ∌AA یــا ∋AAمجموعــه اســت و لــذا یــا
AA∉ بنابه تعریف ،A باید  AA∈ .پس در هر حال تناقض داریم. 

                                                 
12- Buchowski Paradox 
13- Barber Paradox 
14- Russell's Paradox 
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 15پارادوکس خود ناتوصیف
خــود «پــس کلمــه . کنــد کــه خــودش را توصـیف نمــی ای اســت  خـود ناتوصــیف، کلمــه 

 .خود ناتوصیف است اگر و فقط اگر خود ناتوصیف نباشد» ناتوصیف
 

 16پارادوکس فهرست
هـایی اسـت کـه نـام خـود را در              شناسـی   کتابشناسی در حال تدوین یک فهرست ازکتاب      

 یرد؟گ آیا فهرست این کتابشناس، نام خودش را نیز در بر می. اند فهرست ذکر نکرده
 

 17پارادوکس اسمارانداچ
در ایـن صـورت عبـارت       . باشـد ...  یکی از عبارات ممکن، حاضر، کامل و       Aفرض کنید 

 . باشدA نیز¬Aکند که ایجاب می»  استAهمه چیز«
 

 18پارادوکس بری
، بـری .ک بـا انتسـاب آن بـه آقـای           برترانـد راسـل   های    اولین بار در نوشته   این پارادوکس   

تـر از هـزار کلمـه         توانـد بـا کـم       اولین عددی که نمـی    «. کتابدار دانشگاه آکسفورد، درج شده است     
توانـد بـا    اما عبارت اخیر فقط دوازده کلمه دارد و بنابراین عدد مورد نظر می » .فارسی مشخص شود  

 . معرفی شودتر از هزار کلمه کم
 

در ایـن مـورد     . ها ناشی از اشکالاتی در اصول و تعـاریف مـا اسـت              ای از پارادوکس    دسته
یکـی از مشـهورترین     .  و قبیلۀ وحشی نـام بـرد       سقراط،  آلبرت ساکسونی های    توان از پارادوکس    می

 های بـالا نـاظر بـه آن هسـتند و در زیـر بـه                 ها، پارادوکس دروغگو است که پارادوکس       پارادوکس
 :پردازیم شرح آن می

 
                                                 

15-  Heterological paradox 
16- Catalogue Paradox 
17- Smarandache Paradox 
18- Berry Paradox 
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 20 یا پارادوکس ائوبولیدس19پارادوکس دروغگو
چیـزی کـه    «:، متفکر یونانی قرن چهارم قبـل از مـیلاد، گفـت           ائوبولیدسگویند روزی     می

اش  چه گفته است، بایـد گفتـه   گاه بنابه آن اگر گفتۀ او درست باشد، آن  » .گویم دروغ است    الان می 
اش  شـود کـه گفتـه    چه گفته اسـت نتیجـه مـی    شد، دوباره بنابه آندروغ باشد؛ واگر گفتۀ او دروغ با    

 .درست است
 

 21پارادوکس آلبرت ساکسونی
 . در قرون وسطی طرح گردیده استآلبرت ساکسونیاین پارادوکس توسط 

 ». دروغ استq«: این استpجمله 
 ». راست استp«: این استqجمله 

هـا   رزشـی باشـیم کـه در آن گـزاره    نکته جالب این است که اگر ما دارای یک منطق سه ا 
 pرا داشته باشند آن گـاه گـزارۀ         » ناپذیر  تصمیم«و  » دروغ«،  »راست«های    فقط بتوانند یکی از ارزش    

و » دروغ«،  »راسـت «هـای     تواند هـیچ یـک از ارزش        نمی» ناپذیر است    دروغ یا تصمیم   p«به صورت   
 .را به خود بگیرد» ناپذیر تصمیم«

 
 22پارادوکس سقراط

دانم ایـن اسـت کـه مـن هـیچ       چیزی که می« :ده است که سقراط روزی گفته است    نقل ش 
 ».دانم چیز نمی

 
 23پارادوکس قبیله وحشی

کردند که دو خدا، خدای راستی و خـدای دروغ            ای وحشی زندگی می     ای قبیله   در جزیره 
ی سـؤالی   کردنـد، بـه ایـن ترتیـب کـه از و             آمد قربانی می    ها هرکس را که به جزیره می        آن. داشتند

                                                 
19- Liar's Paradox 
20- Eubulide's Paradox 
21- Albert Saxony's Paradox 
22- Socrate's Paradox 
23- Savage Trible Paradox 
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گفـت، او را قربـانی    گفت او را قربانی خـدای راسـتی و اگـر دروغ مـی          پرسیدند، اگر راست می     می
سرنوشت تو «:او را گرفتند و از او پرسیدند. روزی شخصی وارد جزیره شد. کردند  خدای دروغ می  
 .»شما من را قربانی خدای دروغ خواهید کرد«:آن شخص جواب داد» چه خواهد بود؟
اگر . گوید یا دروغ    دانستند وی راست می     ها مستأصل شدند زیرا نمی      جواب وحشی با این   

راست گفته باشد باید قربانی خدای راستی شود و اگر دروغ گفته باشد، بایـد قربـانی خـدای دروغ              
 .شود

 
ها مانند لامپ تامسون و اشتقاق به دو بخش ناشی از مشـکلات فلسـفی                 بعضی پارادوکس 

 :مربوطند... ری در فیزیک مانند حرکت، زمان و مربوط به مفاهیم نظ
 

 24پارادوکس لامپ تامسون

2لامپی به مدت  
4شود، سپس برای     دقیقه روشن می   1

8شود، به مدت     دقیقه خاموش می   1
1 

 ، لامپ روشن خواهد بود یا خاموش؟درست بعد از یک دقیقه. هذا علی شود و قس دقیقه روشن می
 

 25پارادوکس اشتقاق به دو بخش زنون
پـذیری زمـان و مکـان ارائـه شـده             نهایت بار تقسـیم     این پارادوکس در ارتباط با امکان بی      

 :است
پذیر باشد، حرکت ناممکن است، زیـرا بـرای           نهایت بار تقسیم    خط بی   در صورتی که پاره   

.  برسـیم C بپیماییم، ابتدا باید بـه نقطـۀ وسـط آن        A شروع از نقطه      را با  ABخطی مانند     که پاره   این
تـوان حتـی      پس نمی . هذا  علی   برسیم و قس   D پیموده شود، باید به نقطۀ وسط آن         ACکه    برای این 
 . حرکت کردAاز نقطه 

 
 
 

                                                 
24- Thompson Lamp Paradox 
25- Dichotomy Paradox 
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 26پارادوکس تیر زنون
کـه از   ناپذیر تشکیل شـده باشـد، تیـری           های کوچک تقسیم    در صورتی که زمان از لحظه     

جاست، زیرا تیر در هر لحظه در وضعیتی ثابت اسـت و ایـن                شود، همواره در یک     کمانی پرتاب می  
 .باشد مطلب در مورد هر لحظه درست می

دهد پیدایش بعضی پارادوکس ها بـه         و بالاخره بحث را با پارادوکس نیوکام که نشان می         
 :دهیم خاطر وجود فرض های غلط و یا ناکامل است خاتمه می

 
 27پارادوکس نیوکام

 A.  بسـته باشـد    B باز و درجعبـه      Aدرجعبه  .  داده شده باشد   B و   Aفرض کنید دو جعبه     
شما فقـط بایـد جعبـه      .  دلار است و یا شامل هیچ چیز نیست        1000000 شامل   B دلار و    1000شامل  

B          را انتخاب کنید و یا هر دو جعبه A   و B نجـام دهیـد،    که شما انتخاب خـود را ا        اما قبل از این   .  را
دهـد    دلار قـرار مـی  B ،1000000پیشگویی بر اساس انتخابی که شما انجام خواهیـد داد، در جعبـه      

 را B و Aگـذارد اگـر شـما هـر دو جعبـه        را انتخاب کنید و هـیچ چیـز نمـی   Bاگر شما فقط جعبه    
 .انتخاب کنید

یـز انتخـاب کنیـد؟      را ن  Aتوانید     تمایل داشته باشید، می    Bاگر شما به انتخاب فقط      : سؤال

                                                 
26- Arrow Paradox 
27- Newcomb's Paradox 





 
 

 فصل دهم
 
 
 

 های چند ارزشی منطق
 
 
 
 

 سـاختار جبـری منطـق را ارائـه داد و در واقـع اسـاس منطـق         جـورج بـول    ،   1847در سال   
کنـد     گفت کـه احسـاس مـی       دمورگاندر همان سال    . ریخت  ریاضی را پی  

دانست   اما نمی . باید یک ارزش سوم به شالودۀ منطق دو ارزشی اضافه شود          
ای از     در هالـه   1920ایـن مفهـوم تـا سـال         . این ایده را تکامل بخشد    چگونه  

 ویچ لوکازیهدانی لهستانی به نام  که در این سال منطق ابهام قرار داشت تا این  
دانی آمریکایی به نـام       منطق سه ارزشی و یک سال بعد و مستقل از او منطق           

  . کردندرا ابداع) m≤2( ارزشی m های  منطقپست
ها فرض    های غیرکلاسیک هستند ولی از این بابت که در آن           های چند ارزشی منطق     منطق

شـود   تعیین مـی ) های بسیط  گزاره(های آن     شود ارزش یک گزاره مرکب بر حسب ارزش مؤلفه          می
 نوع منطق چند ارزشی وجـود دارد کـه در هـیچ کـدام،               3072. های کلاسیک مشابه هستند     با منطق 

ر استاندارد و درک شهودی قطعی در مورد درجات ارزش وجود ندارد و در واقع فهم این        هیچ تعبی 
 .رود جا منطق مورد نظر به کار می ای بستگی دارد که در آن درجات به زمینه

 را کـــه در آن مجموعـــه درجـــات ارزش بـــه L∞ و mLهـــای  ویـــچ منطـــق لوکازیـــه

}{ترتیب 11 −≤≤
−

= mk
m

kWm o 1,0[}1{ و[ ≤≤∈==∞ xRxW o    هستند ارائـه داد  .
های بـین راسـت و     مبین ارزش 1 و   o مبین دروغ و هر یک از اعداد بین        o مبین راست،  1جا    در این 

 

یان لوکازیه ویچ
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2البته در منطق سه ارزشی،    (دروغ هستند   
معنـی،     نـه دروغ، پارادوکسـی، بـی       - گاهی نـه راسـت      را 1

 که به ترتیـب متنـاظر       E و N،K  ،A،Cهمچنین پنج عملگر  ). کنند  نامعین یا ناشناخته تعبیر می    
کـه   جـاب و هـم ارزی منطقـی در منطـق دو ارزشـی هسـتند، بـا فـرض آن        ناقض، عاطف، فاصل، ای   

 باشند، به صورت u≤o وv≥1 که v و uهای   به ترتیب دارای ارزش   q  و    pای    متغیرهای گزاره 
 :شوند زیر تعریف می
 . استu−1رای ارزش دا) ¬pیا (Np)الف
qpیا  (Kpq) ب }min,{دارای ارزش ) ∧ vuاست . 
qpیا  (Apq) ج }max,{دارای ارزش ) ∨ vuاست  . 
qpیا (Cpq) د }min,{دارای ارزش) ⇒ vu  . است11−+
qpیا (Epq) ه }min,{دارای ارزش) ⇔ vu  . است11−−

xxویچ درجه ارزش      به علاوه لوکازیه   ϕ;∀   و xx ϕ;∃     اینفیمم و سوپریمم     را به ترتیب 
 . تعریف کردxϕهای ارزش  درجه

) تنـاقض (یـا دروغگـو   ) همـانگویی (هایی که در منطق دو ارزشی راستگو          بعضی از فرمول  
 .هستند در این منطق چنین نخواهند بود

 ):m=3(مثلاً در منطق سه ارزشی 
)()(یا( ECpqANpq)الف qpqp راسـتگو نیسـت، زیـرا مـاتریس        ) ⇒⇔¬∨

 : تشکیل نشده است1نمایش آن فقط از 
  

o 2
1 1 ANpq 

o 2
1 1 1 

2
1 2

1 1 2
1 

1 1 1 o 
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o 2
1 1 Cpq 

o 2
1 1 1 

2
1 1 1 2

1 

1 1 1 o 

 

o 2
1 1 ECpqANpq 

1 1 1 1 

1 2
1 1 2

1 

1 1 1 o 

 
ــدول      ــتون دوم در ج ــطر دوم وس ــه از حــذف س ــد ک ــه کنی ــدول  Cpqتوج ــان ج ، هم

qpآشنای این مطلب در مورد بقیـۀ عملگرهـا و نیـز در            . آید  در منطق دو ارزشی به دست می      ⇒
م منطـق  جا، تعمـی  های معرفی شده در این توان گفت که منطق لذا می.  ارزشی درست استmمنطق  

 .دو ارزشی هستند
ppیا (KNpp)ب  تشـکیل   oدروغگو نیسـت زیـرا سـتون نمـایش آن فقـط از            ) ¬∧
ppدر حالی که منطق دو ارزشی (نشده است   ). دروغگو است¬∧
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KNpp Np p 

o o 1 

2
1 2

1 2
1 

o 1 o 

 
ــا (KCpNpCNpp)ج )()(ی pppp ــد گوی کــه مــی) ⇒¬∧¬⇒  راســت p«ن

در منطـق  ) که البته در منطق دو ارزشی یک دروغگو است       (» راست باشد ¬pاست اگر و فقط اگر    
 :سه ارزشی دارای جدول ارزش ذیل است

 
KCpNpCNpp CNpp CpNp Np p 

o 1 o o 1 

1 1 1 2
1 2

1 

o o 1 1 o 

دهــد کــه   نمــایش دهــیم، جــدول ارزش زیــر نشــان مــیU حــال اگــر ایــن فرمــول را بــا 
AANPPU) یاUpp  .راستگو است) ¬∨∨

 
AANppU U ANpp Np p 

1 o 1 o 1 

1 1 2
1 2

1 2
1 

1 o 1 1 o 
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هـای گونـاگونی ماننـد        در زندگی واقعی و در حـوزه      ) چند ارزشی (ارزشی  های سه     منطق
 در نـرم افـزار کـامپیوتر، نظریـۀ     SQLافزارها، زبـان   ، طراحی سخت)Fuzzy logic(منطق فازی 

در مــدارهای الکترونیکــی و حتــی مســائل فلســفی مربــوط بــه ) Switching Theory(کلیــدها 
 .حقیقت کاربرد مهمی دارند

 





 
 

 همفصل یازد
 
 
 

 زیبایی در ریاضیات
 
 
 
 

 :گوید  میفلیکس کلاین
موسـیقی  . اسـت   تـرین ابـداع ذهـن آدمـی         ترین دسـتاورد فکـری و اصـیل         ریاضیات عالی «

توانـد عواطـف را    تواند چشم نواز باشد، شعر مـی    تواند روح را برانگیزد یا آرام سازد، نقاشی می          می
 را  یتواند زندگی مادی آدم ـ     سازد، مهندسی می  تواند ذهن را قانع و راضی         تحریک کند، فلسفه می   

 ».کند ها را عرضه می اما ریاضیات همه این ارزش. بهبود بخشد
از . زیبایی ریاضیات فرعی بر آن نیسـت، بلکـه یـک خصوصـیت اصـلی ریاضـیات اسـت          

. گاه ریاضیات زشت مفید نبوده اسـت        دیدگاهی تاریخی، حداقل از دوره طلایی یونان باستان، هیچ        
هـا، بـین      ورد معیارهـای انتخـاب زیبـاترین      م ـلـیکن در    . هـا نمـود     این بایـد صـحبت از زیبـاترین       بنابر

معلوم نیست که باید بر محتوای قضیه، برهان، مفاهیم مورد بحـث            . ها توافق وجود ندارد     دان  ریاضی
 ها را ملاک قرار داد یا باید بر نقش احساسـات شخصـی و تعصـبات    ها تأکید کرد و آن      یا استراتژی 

کـه ممکـن اسـت بتـوانیم شـعر زیبـا را             هرحال همچنـان    به. ملی و مذهبی نسبت به زیبایی تکیه نمود       
برنـد و لـذا معیارهـایی بـرای           می  شود، عدۀ کثیری به زیبایی آن پی        تعریف کنیم و وقتی خوانده می     

اق هایی به دسـت دهـیم کـه اکثریـت قریـب بـه اتف ـ                توانیم ملاک   زیبایی یک شعر داریم، ما نیز می      
: هـا عبارتنـد از      تـرین ایـن     مهـم . برنـد   دانان برای تشخیص زیبا و زشت از یکدیگر به کار می            ریاضی

جـا مشـتق پـذیر     جا پیوسـته اسـت ولـی هـیچ      که همهRبه  R نظیر وجود تابعی از(غیرمنتظره بودن 
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ای ه ـ ، قدرت ایجاد ارتباط بـین شـاخه  )تارسکی-های فضا پرکن، و قضیه باناخ     نیست، وجود منحنی  
مانند گروه گالوای یک میدان، گـروه    (ها در ریاضیات      مختلف ریاضیات و توانایی نمایش مشابهت     

∑که نظیر این(، سادگی برهان )بنیادی یک فضای همبند مسیری، و عضوی آزاد در یک رسته    
+∞

=1

1
n n

 

/...واگراست، مجموعۀ اعداد اول نامتناهی است، و       ، اختصار  )م است  اص 011121312345678910
همچـــــون (دانـــــد  را بـــــیش و کـــــم متـــــرادف ظرافـــــت مـــــی  آنآتیـــــادر بیـــــان کـــــه 

1−=πie،∫
∞+

=
o 2

π
x

xsin،∑
+∞

=
=

1

2

6
1

2
n

n

π (       کاربردپذیری در علوم و مهندسـی)    ماننـد قضـیه

یط اولیـه، و تبـدیل      استوکس در آنالیز برداری، وجود و یکتایی جواب معادلات دیفرانسیل بـا شـرا             
ــوارتس ــتوفل-ش ــق) کریس ــل     (، عم ــتار، و ح ــیه پیوس ــر، فرض ــی جب ــیه اساس ــر قض ــذیری  نظی ناپ
مثل قضـیه نقطـه ثابـت    (و کلیت) ها های از درجۀ بزرگتر یا مساوی پنج بوسیله رادیکال   ای  چندجمله

ت بـه   عمـق و کلی ـ   )  بانـاخ  -بروئر، وجود میدانی با خاصیت کوچکترین کران بالایی، و قضـیه هـان            
معنای این است که قضیه ریاضی مورد نظر تکیه گاه ساختارهای ریاضـی مختلـف و ایجـاد کننـدۀ                    

ای از قضایای شبیه بـه   سؤالات جدید باشد، در اثبات قضایای دیگر به کار رود و یا نمونۀ بارز دسته            
 .هم باشد

قـرن گذشـته   که در   البته ممکن است میزان زیبایی چیزی با گذشت زمان تغییر کند، چنان           
1−=πie کــه اکنــون در نظــر اکثــر  شــد درحــالی  یکــی از زیبــاترین اســرار کائنــات تصــور مــی

همچنین مستطیلی که نسبت طـول بـه عـرض آن برابـر عـدد               . دانان یک رابطۀ معمولی است      ریاضی

)(طلایی 512
1

+=α          هـای    مروزه در سبک   است و در دوره درخشان یونان مظهر زیبایی بود، ا
 .شود غیرکلاسیک معماری، زیبا محسوب نمی

اند یک علم زیبا و بـه عنـوان    ها توانسته دان یک سؤال اساسی این است که چگونه ریاضی       
تـرین    گیـری، بـدون بخشـش کوچـک         ترین معرفت بشری بیابند؟ در پاسخ باید گفت سـخت           عمیق

در کنار روش و معیارهـای      ) آید  ها در می    ندا  که عموماً به صورت یک عادت برای ریاضی       (خطاها  
ها به همراه جدیت، خلاقیت، به غایت اندیشیدن، و نیز بلند پروازی و جسـارت شکسـتن                   منطقی آن 

بزرگـانی نظیـر اقلیـدس، فیثـاغورس،        (هرچه موجود است صرف نظر از ارجمندی صـاحبان افکـار            
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ر پـرداختن بـه ریاضـیات بـه عنـوان           هـا د    دان  عامـل موفقیـت ریاضـی     ...) ارسطو، کـانتور، هیلبـرت،    
 .دقیق، منسجم، منظم، قطعی و دارای مبانی واضح و ساده و هیجان انگیز، بوده است علمی

در واقـع نـوعی شـباهت بـین         . اینک اجازه دهید به ریاضیات به عنوان یک هنر نگاه کنیم          
یی ارائه استدلال عمیـق     اولی بدون توانا  . دان و کار یک هنرمند، مثلاً نقاش، وجود دارد          کار ریاضی 

توانند یک ریاضـیدان خـوب و یـک نقـاش          های فنی واقعی، و نه خیالی، نمی        و دومی بدون مهارت   
تواننـد   ، هـر دو مـی  »دان و هـم نقـاش، نقـش پـرداز هسـتند        هم ریاضی  «هاردیبه قول   . خوب باشند 

هـایی ظریـف و     دهنـده الگو    نقصـی و نمـایش      هـر دو مظهـر بـی      . هایی ناب را منعکس سازند      اندیشه
بخشند، لذتی کـه فقـط بـا          هر دو به انسان لذت می     . هستند» خیال واقعی «درخشان و به تعبیری یک      

اما در هر دو مورد فایده دلیل اصلی فعالیت فرد نیست، بلکه تلذذ از ساختن               . آید  تلاش به دست می   
) همچـون موسـیقی   (اشـی   البتـه نق  . است انگیزۀ اوسـت   » دنیای تجربی « که زیباتر از    » دنیایی خیالی «

در همـین   . آیـد   از ریاضیات بـه نظـر مـی       » تر  هنری«انگیزاند و لذا      تر برمی   احساسات را بیشتر و سریع    
راستا باید گفت که تشریح ارزش ریاضیات محض برای عامه مردم کار شاقی اسـت درسـت ماننـد                   

این عجـب   «ییم  که برای شخصی که هرگز موسیقی نشنیده است یک ملودی پخش کنیم و بگو               این
 .و انتظار تأیید از طرف مقابل داشته باشیم» !ملودی قشنگی است
آموزان هیلبـرت، ریاضـیات را رهـا کـرد تـا شـاعر        ایم که روزی یکی از دانش   همه شنیده 

کـردم آن جـوان چنـان تخیلـی           هیچ وقت فکـر نمـی     «:شود، وقتی وی از موضوع اطلاع یافت گفت       
را   استدلال منطقی آن  . ترین عامل ابداعات ریاضی، تخیل است       همم» .داشته باشد که ریاضیدان شود    
تـاریخ نشـان    . آفرینـد   کند ولی چیـزی نمـی       منطق قضاوت می  . بخشد  پیرایش کرده و به آن قوام می      

 .کند تری داشته باشد، ریاضیات زیباتری خلق می دانی که قوۀ تصور قوی دهد که هر ریاضی می
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 ایم؟ تجربی استفاده نکرده های شبه ز روشچرا تاکنون ا
 پاتنامهیلاری 
 
 
 
 

انـد   در ریاضیات توجیه شـده ) های تجربی نگوییم شیوه(تجربی  های شبه  اگر کاربرد روش  
 طـول تـاریخ  های روی زمین در      ها استفاده نکرده ایم؟ حقیقت این است که ما انسان           پس چرا از آن   

 .ایم ر ریاضیات به کار بردهتجربی و حتی تجربی را د های شبه روش
و همـراه بـا     (که مبحث هندسه تحلیلی بر آن بنا شده است          را  اینک اصل موضوع بنیادینی     

. در نظر بگیریـد   ) ها  آن، تمام مطالب راجع به فضا در ریاضیات جدید شامل نظریۀ توپولوژی خمینه            
بین نقـاط روی یـک      که یک تناظر یک به یک حافظ ترتیب           این اصل موضوع عبارت است از این      

 .خط و اعداد حقیقی وجود دارد
آیا اعداد حقیقی و این اصـل موضـوع بـا شـیوه و توجیـه                . اعداد حقیقی را در نظر بگیرید     

حقیقت این است کـه یونانیـان باسـتان فاقـد تجربـۀ             . اند؟ یقیناً چنین نیست     ریاضی دقیق معرفی شده   
بهره بودند تـا مفهـوم        رت لازم در زمینه ریاضی بی     اند و به همین خاطر نیز از فکر و مها           ریاضی بوده 

که با  به این جهت هنگامی. را به میزانی که برای وجود تناظر مزبور مورد نیاز بود تعمیم دهند» عدد«
پیدایش اعداد گنگ مواجه شدند تنها توانسـتند اصـل موضـوع تنـاظر و همـراه آن امکـان بررسـی                      

البتـه عـدد حقیقـی    (را    مایل بود وجود عـدد     دکارتدیگر  از طرف   . جبری هندسه را کنار بگذارند    
وی ایـن   . ای دلخـواه اسـت اصـل موضـوعی سـازد             که متناظر با فاصـله     )که ما امروزه مد نظر داریم     
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 عوایـد او نشـان داد  امـا همـین کـه    . هایی از اعداد گویا یکی نگرفـت       یا دنباله ا  ه  اعداد را با مجموعه   
، دیگـر تردیـد   اسـت  چقدر عظـیم یات محض بلکه در مکانیک      اصل موضوع تناظر نه تنها در ریاض      

بـه خصـوص بحـث    . رفت از بین میاصل موضوع تناظر یا این اعداد تعمیم یافته،   کم مایه اجتناب از   
 تنها به این خاطر مورد تصدیق قرار گرفت که یکـی پنداشـتن              دکارتدر این مورد اشتباه است که       

فـرض کنیـد ایـن امکـان        . پـذیر اسـت     ایی از اعداد گویا امکان    ه  ها یا دنباله    اعداد حقیقی با مجموعه   
تعیـین کنـیم    از اعـداد گویـا      هـایی     ها یـا دنبالـه      وجود نداشت که هویت اعداد حقیقی را با مجموعه        

به عبارت دیگر تصور کنید که این ساختارها کشف نشـده  . ها را بدون اعداد گویا بسازیم      یعنی آن (
دادیـم    کشیدیم؟ یا ترجیح مـی      ز هندسه تحلیلی و مکانیک دست می      در این صورت آیا ما ا     ). بودند

 اعداد  تر از اکثر ریاضیدانانی که     افراطیظر بگیریم،   ـکه به سادگی اعداد حقیقی را اعیانی اولیه در ن         
 تسـرملو  مفـاهیم را،     فرگـه ، یا چنـان کـه       )لـراس و شیوۀ    فرگهشیوۀ  (کنند    طبیعی را چنین لحاظ می    

گیرنـد؟ و فـرض    هـا را در نظـر مـی    ها و تـابعگون  دانان امروز رسته  عضی از ریاضی  ها را یا ب     مجموعه
داد ـل موضوع شدنی و سازگار از این نـوع داشـته باشـیم، ریاضـیاتی کـه اع ـ                 ـکنید ما ریاضیاتی اص   

 ود؟ـب  دــآیا این ریاضیات ناموجه خواه. حقیقی را به عنوان مفاهیم اولیه بشمارد
 معرفی اعداد حقیقی به وسیله تعریف، اطمینان به دستگاه را           بدون شک یافتن راهی جهت    

گرچه سنجش میزان اطمینان کاری دشوار است، زیرا قسمتی از بهایی که شـخص  (دهد  افزایش می 
شـمار آورد و ظـاهراً امـروزه غریـب      عنوان مفاهیم اولیه به  ها را به    باید بپردازد این است که مجموعه     

گراهـا   ولی بر خلاف نظر منطـق  ). تر از اعداد حقیقی در نظر بگیریم        ایمنها را     نماید که مجموعه    می
 .معرفی اعداد حقیقی با ساختارهای منطقی بدون اعداد گویا، اساسی نیست

اعداد حقیقی و تناظر بین نقـاط و اعـداد   به محض آن که فرضیه      این است که    امر  حقیقت  
تردیـدی بـاقی    سـؤال و  ،دادشـان  ضـیات ن حقیقی ثمر بخشی خود را در هر دو رشـته فیزیـک و ریا           

تنـاقض بـا      بـر کـردیم     مین، یقیناً سعی    هنگام آندر  حتی  و احتمالاً   ،  ناقض ریاضی ، به غیر از ت    نماند
تردیـد موفـق      و بـی   ،فائق آییم ای که کمتر از کنارگذاردن دستگاه اعداد حقیقی کارساز بود             وسیله
 .مشدی هم می

 بخشـی بـه صـورت شـبه     ،عداد حقیقی و نقاط روی خطوجود اعداد حقیقی و تناظر بین ا      
هـای    ای از کـاربرد روش      این بیشتر مانند نمونه   . تجربی و قسمتی به صورت تجربی کشف گردیدند       

 . استنتاجی در فیزیک است-ای فرضیه
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. گـردد    تکرار مـی   نیوتنهای حساب دیفرانسیل و انتگرال توسط         همین روال با ارائۀ روش    
ها اعیانی اصل موضـوعی       نهایت کوچک    دلتا کشف نشده بود آن وقت بی       -نهای اپسیلو   اگر روش 

در حقیقت این رهیافـت  ).  برای مدتی طولانی چنین بودند طور که اعداد موهومی    همان(شده بودند   
آبراهـام  طورکـه امـروزه از کـار     هماننـد رهیافـت اسـتاندارد، آن   ) توسیع اعـداد حقیقـی   (به حسابان   
کردیم   های هندسۀ تحلیلی بیان     نظراتی را که دربارۀ ارائۀ روش     . ، سازگار است  یابیم   در می  رابینسون

 تصدیق و توجیـه     وایراشتراساگر حسابان به روش     . شوند  با قدرت تمام در این  مورد نیز اعمال می         
جا است که توجیـه واقعـی حسـابان،       ایندر  نکته  . شد  نشده بود، به صورتی دیگر این عمل انجام می        

 . است، موفقیتش در ریاضیات و در علوم فیزیکیموفقیت آن
تجربـی بـرای توجیـه و توسـعه           مورد دیگر از کاربرد کاملاً آگاهانه و صریح استدلال شبه         

 از ایـن    1908تسـرملو در    .  اسـت  تسـرملو مبانی اصل موضوعی ریاضیات، ارائه اصل انتخاب توسط         
 خاطر نشان کـرده بـود کـه         پئانوخصوص  به  . کند   خود دفاع می   1904اصل در مقابل منتقدین مقالۀ      

دهد کـه     باشند و ادامه می     بندی خاص وی می     اصل مزبور ظاهراً مستقل از اصول مذکور در صورت        
ترتیـب شـود، اصـلاً برهـان      تواند خوش ای می   بنابراین اثبات تسرملو برای این حکم که هر مجموعه        

 :پاسخ تسرملو چنین بود. نی استنیست، زیرا استدلال بر ادعای ثابت نشده اصل انتخاب مبت
در را  هـا     یابـد و چگونـه نتـایج آن         اولاً چگونه پئانو به اصـول بنیـادین خـویش دسـت مـی             

ظـاهراً بـا   . تواند به اثبـات رسـاند     ها را نمی    آندر حالی که    کند،    بندی خاص خود توجیه می      صورت
اند و با خاطر نشان کردن این  دههای استنتاج که در طول تاریخ معتبر شناخته ش      تجزیه و تحلیل شیوه   

بـه  . کنـد   اند و مورد لـزوم علـم هسـتند ایـن کـار را مـی                 طور شهودی بدیهی    مطلب که این اصول به    
بنـدی نشـد، در    کـه در هـیچ کتـاب درسـی صـورت       رغم ایـن    آمیز این اصل علی     کارگیری موفقیت 

، کـانتور ،  ددکینـد  هـا توسـط     های بسیار گوناگون ریاضی و بـه خصـوص در نظریـۀ مجموعـه               زمینه
 حقیقتی مسلم است که تنها بـه وسـیلۀ مخالفـان آن،          ، و دیگران  کونیگ.ج،  شوئنفلایز،  برنشتاین.ف

در مقابل  ) که در استعمال کلمات صحیح وسواس دارند      (گیر منطقی     که هر از گاهی تعدادی خرده     
وسـیلۀ مخالفـان آن     چنین کاربرد گسترده یک اصل تنها به        . شود  کنند، تأیید می    آرایی می   آن صف 

کـه وضـوح      بدون توجـه بـه ایـن      . ش اشتباه کرد  ا را با اثبات پذیری     قابل تبیین است که البته نباید آن      
باشـد، حتـی اگـر        نفسه به میزان معینی ذهنی است، یقیناً منبعی ضروری برای اصول ریاضـی مـی                فی
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، ارتباطی با ریاضیات ندارد در      مورد که آن اصل      دراین پئانوهای ریاضی نباشد، و ادعای        ابزار اثبات 
 .شود بیان منصفانۀ حقایق دچار شکست می

گرفت این است که آیا این اصل         توان در مورد آن تصمیم      اما پرسشی که به طور عینی می      
 برای علم ضروری است؟

دارد کـه وضـوح       که، وی حـق     اول از همه این   .  است ترمسلوبه نظر من در دو مورد حق با         
در علوم تجربـی نیـز      . داند  می» چیزی«را    حال که آن    شمارآورد با این    ای ذهنی به    اندازهنفسه را تا      فی

اشتباه خواهد بود اگر چنین تصور شود کـه شـهود ابـداً هـیچ نقشـی نـدارد، شـهود یـک راهنمـای                         
الخطـا، از نداشـتن        ولی راهنمای ممکن   - به ما آموخت   فرانسیس بیکن  چیزی که    -الخطاست  ممکن

اگر شهود ما کاملاً غیر قابل اعتماد باشد هرگز به فکر یک نظریۀ صحیح یا تقریباً                . استراهنما بهتر   
که اصول موضـوع مـا بایـد       در ریاضیات تمایل به این    . افتیم  درست برای آزمایش در اولین قدم نمی      

کنـد ترکیـب     ذکر میترمسلولزوماً ضروری باشد مجاز است، به خصوص زمانی که با خواستی که       
ولی قابل ذکر است کـه      . ریزی کنند   دانان را قالب    ها باید عمل واقعی ریاضی      که آن    یعنی این  شوند،
نفسه اصل انتخاب نیست بلکه ضـرورت         کند وضوح فی    مشخص می » عینی« به عنوان    ترمسلوچه    آن

امروزه نه تنها استحکام اصل انتخـاب بلکـه کـل سـاختمان نظریـۀ جدیـد                 . آن اصل برای علم است    
ا بر موفقیت زیادشان در کاربردهای ریاضی یا به عبـارت دیگـر بـر ضرورتشـان بـر علـم                     ه  مجموعه

تـوانیم پیشـنهاد    تجربی برای اصل جـایگزینی مـی       چه استدلالی به جز یک استدلال شبه      . مبتنی است 
ای اسـتنتاجی،     کـه ارزیـابی فرضـیه       ها گواهی است بر این      کنیم، و هیاهوی رایج پیرامون نظریه رسته      

 .ها هنوز ادامه دارد ، اصول موضوع و روش)اشیا جدید(های وجودی ریاضی   گزارهآزمودن
وجه به آزمودن اصول موضوع جدید یا         تجربی در ریاضیات به هیچ      های شبه   کاربرد روش 

دانـان یـا      افتد که ریاضی    ندرت اتفاق می    گرچه به . شود  شناسی نوین منحصر نمی     دستاوردهای هستی 
تجربـی دائمـاً بـرای کشـف حقـایق یـا              های شبه   مطرح کنند، روش    ع عمومی   فلاسفه آن را در جوام    

ها را به اثبات برسـاند، مـورد اسـتفاده     کند بعدها مصراً آن     حقایق مورد قبول عامه که انسان سعی می       
هـا انسـان درسـتی یـک          های تجربی که توسط آن      علاوه بر این، تعدادی از استدلال     . گیرند  قرار می 

. باشـند   دانـان قـانع کننـده مـی         کند، به طور کلی اولین قدم، برای ریاضی         ف می حکم ریاضی را کش   

∑ چگونه به این کشف نائل شد که مقـدار سـری             اویلربرای مثال توجه کنید که      
∞

=1
2

1
n n

6 برابـر    
2π 
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)())()...(( کار را در تشابه بـا تجزیـه    اویلر. باشد  می
n

xxxcxP
εεε

−−−= 111
21

o  کـه در آن 

)(xP  1های غیر صفر  ای با ریشه     یک چندجملهε،2ε،...وnε  وی.  است آغـاز کـرد)sin( xπ را 
ــه ایــن  ــا توجــه ب )o=)sinهــا مقــادیری هســتند کــه در  کــه ریشــه ب xπکننــد، یعنــی  دق مــی صــ

,...,, 21 ±=±== xxx o  تجزیــــــــــــــه کــــــــــــــرد بــــــــــــــدین ترتیــــــــــــــب ،

)...)()()(()sin( 21211111 xxxxxcx +−+−= oπ)  ــل ــون xعام ــود دارد چ ــی از o وج  یک

ππ او از ocملۀ ثابــتــــــبــرای یــافتن ج). هــا اســت ریشــه
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∑از این مطلب آگاه بود که این برهان نیست، ولی تا آن زمان             کاملاً   اویلرالبته  
∞

=1
2

1
n n

 را تا  

6سی رقم اعشار یا بیشتر محاسبه کرده بودند کـه بـا     
2π  دانـی شـک    هـیچ ریاضـی  . کـرد   تطبیـق مـی

∑نداشت که 
∞

=1
2

1
n n

6، برابر 
2π  این موضوع بیست سال قبل از ارائۀ چنـین اسـتدلالی از              است، گرچه 

 . بوداویلرجانب 
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 استنتاجی در علوم تجربی باید واضـح  شـده        -ای  تشابه این نوع استدلال با استدلال فرضیه      
شود کـه بعـداً بـه          منجر به نتایجی می    )وگرچه غیریقینی (های قابل پذیرش شهودگرایانه       تشابه: باشد

ها اعتماد انسان را نسبت به تشابه مورد      نتایج موفقیت آمیز این بررسی    . گردند طور تجربی تحقیق می   
 .کند نظر تقویت می

تـا ایـن    .  گونه، این بـار از ریاضـیات امـروزی ارائـه نمـاییم              اجازه دهید مثالی دیگر از این     
ایی بـه  ه ـ یعنـی زوج (» عـدد اول دوقلـو  «دانان بسیاری معتقد بودند که تعداد نامتنـاهی    اواخر ریاضی 

اخیراً برهانی برای ایـن  (وجود دارد ) 13و11 یا 7و5 که هر دو اول هستند، مانند      n  ،2+nصورت
ظاهراً قابل قبول بـود     : دانستند چنین است    ها قانع کننده می     استدلالی را که آن   . )ادعا ارائه شده است   

بـه  » عدد اول اسـت   n+2«و  »  عدد اول است   n«که پیشامدهای   ) ودو با اطلاعات تجربی مطابق ب     (

 تقریبـاً    nولی فراوانـی اعـداد اول کمتـر از        . مفهوم آماری پیشامدهای مستقل هستند    
n

n
log

.  اسـت  

2مانند) نبیبه طور مجا  ( باید   nبنابراین فراوانی اعداد دوقلوی کمتر از       

2

)(logn
n       باشـد کـه ایجـاب 

 .کند تعداد اعداد اول دوقلو نامتناهی است می
کـه مـورد زیـر یـک اسـتنتاج شـبه تجربـی خـوب در                    ادعا کرده است این    باس ون فرسن  
 :باشد ای از دیدگاه من می ریاضیات است که نتیجه

اند، بنابراین حـدس گلـدباخ        ماندهها از ارائه یک مثال نقض برای حدس گلدباخ در           رایانه
کنم قادر باشـم قواعـدی را         تجربی خوبی نیست و من تظاهر نمی        البته این استنتاج شبه   . صحیح است 

. تجربی، خوب است و کـدام خـوب نیسـت           ها بتوانیم بگوییم کدام استنتاج شبه       ارائه نمایم که با آن    
ها است بـا ارائـۀ راه          قرن -ۀ منطق استقرایی   مسأل -رفته، مسألۀ مشابهت در فلسفۀ علم تجربی        هم  روی

تـوانم    امـا مـن مـی     . اند  ولی مردم علم تجربی را به این دلیل کنار نگذاشته         . حل مخالفت نموده است   
حقیقت این است که نه در      . اشتباه این استقرای ساده را که حدس گلدباخ صحیح است، بر ملا کنم            

 اسـتقرا سـاده بـه عنـوان یـک مطلـب دقیقـاً و کـاملاً               ریاضیات و نه در علم تجربی ما به نتیجۀ یـک          
کنـار گذاشـته    » برای نمونه «تواند با یک      ای که می     جمله -یک تعمیم عام  . کنیم  صحیح، اعتماد نمی  

ولـی درسـت بـر خـلاف        . تواند به وسیلۀ استقرا در یک علـم مـورد بررسـی قـرار گیـرد                  نمی -شود
عـدد اول دوقلـو، اسـتدلال بـدی در مـورد حـدس              استدلال استقرایی برای وجـود تعـداد نامتنـاهی          
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از »  یک عدد اول است    n+2«،  » یک عدد اول است    n«حتی اگر پیشامدهای    . گلدباخ ارائه دادیم  
 .نظر آماری کاملاً مستقل نباشند، نتیجه باز هم صحیح خواهد بود

تحـت  «لـو وجـود دارد      به عبـارت دیگـر ایـن اسـتنتاج کـه تعـداد نامتنـاهی عـدد اول دوق                  
بـه طـور اسـتقرایی انسـان یـک جملـۀ آمـاری را تصـدیق                 . ، پایا است  »اختلالات کوچک فرضیات  

کند که    وقت حتی از حقیقت تقریبی جملۀ آماری استنتاج می          کند نه تعمیم بدون استثنا را، و آن         می
 ایـن   ا ب ـ نـان دا  یریاض ـاز  تعـداد کمـی     عقیـدۀ مـن     بـه   . تعدادی نامتناهی عدد اول دوقلو وجـود دارد       

 .شوند، حتی اگر مستدل هم نباشد استدلال متقاعد نمی
حتـی مریخـی نیـز    (کنـیم   تجربی زیادی در ریاضیات استفاده می     های شبه   چون ما از روش   

هـا بسـیار      هـا و مطالعـه در مـورد ایـن روش            معتقدم که کوشـش در جهـت سـازماندهی آن         !) نیستیم
حال دوستی    با این . در مرحلۀ کنونی دانش ما نابهنگام باشد      شاید چنین تلاشی    . ارزشمند خواهد بود  

هـای نظریـۀ الگوهـا، مـثلاً در کوشـش         که در ریاضیات صاحب نظر است پیشنهاد کرد که از روش          
های احتمالاتی مانند استدلال در مورد وجود تعداد نامتناهی عدد اول دوقلو بـه       برای تبدیل استدلال  

 .تتوان بهره گرف دلایل متقن، می
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 ریاضیات چیست؟
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دهند و متشکل از همـۀ        دانان انجام می    گویند ریاضیات چیزی است که ریاضی       ای می   عده
های کمی، هندسی یا منطقی اسـت کـه شـامل آمـار، علـوم کـامپیوتر،                  های مربوط به موضوع     حوزه

، پـدر   بنجـامین پـرس   . ات و فلسـفۀ ریاضـیات اسـت       ، آموزش ریاضـی   ... منطق، ریاضیات کاربردی،  
برطبـق  . دهد تعریـف کـرد      ، ریاضیات را به عنوان علمی که نتایج ضروری به دست می           چارلز پرس 

هـا و     این ایـده  . ها وجود دارد    ها در آگاهی مشترک انسان      ، جهانی از ایده   هرشگرایی    دیدگاه انسان 
 .شود پردازد ریاضیات نامیده می ها می ای از دانش که به مطالعۀ این ایده شاخه

 از  هـای مهمـی   بـه مطالعـۀ جنبـه   اسـت کـه    هائو وانگمقالۀ جالب زیر از فیلسوف مشهور     
 .پرداخته است» چیستی ریاضیات«مسأله 

 
ت ریاضیات، قطعیت، تجرد و دقت، دامنه وسـیع کاربردهـا، و زیبـایی           ابارزترین خصوصی 

ای  یزان زیادی به علت مجرد بودن آن است که تـا انـدازه  این دقت و قطعیت به م . پیرایۀ آن است    بی
اما ارتباط نزدیـک بـا دنیـای فیزیکـی خصوصـیتی            . دهد  را نیز توضیح می     کاربردپذیری گستردۀ آن  

ریاضـیات منطبـق اسـت بـر        . سـازد   اساسی است که ریاضیات را از بازی صرف با نمادها متمایز مـی            
 .شود چه در علم، دقیق محسوب می تمامی آن
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شـود، بنـابراین تصـور چیـزی          ، ریاضیات به وسیله شهود محض ما معـین مـی          کانتبه نظر   
اگر موافق باشیم دنیـای فیزیکـی، کـه شـامل مغزهـای مـا نیـز                 . مخالف با ریاضیات غیرممکن است    

آید کـه جهـان خـارجی بـه همـراه سـاختار               روح است، از این نظریه برمی       باشد، یک حقیقت بی     می
هـای نااقلیدسـی دلیلـی بـر رد نظریـۀ             کشف هندسه . کند   ریاضیات را معین می    فیزیولوژیک ذهن ما  

ها را به عنوان فراسـاختارهایی روی هندسـۀ اقلیدسـی و یـا حتـی       توانیم آن  نیست، چرا که می   کانت
 توضـیح کـافی در مـورد        کانـت تر این است که نظریـۀ         ایراد مهم . تر تعبیر کنیم    یک هندسۀ ضعیف  

 .دهد اند به دست نمی ها  و فراساختارهای دیگر ساخته شده ها این هندسه اصولی که براساس آن
وی با ایـن اسـتدلال کـه ایجـاد شـک            .  به گزافه گویی عادت کرده بود      اؤدانیم ش   همه می 

ما نیز در وضـعی مشـابه،       . کرد  های جدید است، از کار خود دفاع می         بهترین راه جلب توجه به ایده     
های مبهم خود را بـا بررسـی چنـد دیـدگاه یـک جانبـه از ریاضـیات                      ایده امیدواریم بتوانیم افکار و   

 .روشن سازیم
بـه  . است» کند  را ایجاب می   p   ، q« معتبر یا ضروری  ) منطقاً(های     ریاضیات رده گزاره   -1

توانیم ترکیب عطفی اصول موضوع بـه کـار رفتـه در              ، می qاین ترتیب، به ازای هر قضیه داده شدۀ         
ای در منطـق      قضـیه » کنـد   را ایجـاب مـی     p   ، q« دهیم و در این صورت       نمایش می  pبرهان آن را با     

تـوان بـه منطـق مقـدماتی      به این مفهوم تا حدی سطحی، تمام ریاضیات را مـی     . مقدماتی خواهد بود  
گویــد، زیــرا مــا  امــا در حقیقــت ایــن نظریــه چیــز مناســبی در مــورد ریاضــیات نمــی. تحویــل کــرد

ی معـین،   pاین نظریه به این پرسش که چرا یک         . دون قید و شرط بیان کنیم      را ب  q و   pمندیم    علاقه
علاوه . دهد   پاسخ درستی نمی   ،شود  مثلاً استقرای ریاضی، به عنوان یک حقیقت ریاضی پذیرفته می         

نظیـر قـانون و       باید با مفهوم مجموعـه یـا شـاید بـا مفـاهیمی              ) یا امکان (بر این، مفاهیم اعتبار و لزوم       
یـک دیـدگاه مربـوط ایـن اسـت کـه منطـق را بیشـتر گسـترش دهـیم تـا                    . ضیح داده شوند  انتظام تو 
 پنج  y هفت عضو و     x  اعضا مشترک نداشته باشند،       y و   x ، اگر    y و   xبه ازای هر    «هایی مانند   گزاره

yxعضو داشته باشد آن گاه       U   منطـق،  در این صورت باید در      . را شامل شود  »  دوازده عضو دارد
 .اعداد و مفاهیم دیگری تعریف گردند که البته این شبیه دیدگاه بعدی است

به مفهومی صریح، تمـام ریاضـیات       . ها است    ریاضیات نظریۀ اصل موضوعی مجموعه     -2 
تـوانیم    بـرای روشـن شـدن موضـوع مـی         . ها استنتاج شود    تواند از نظریۀ اصل موضوعی مجموعه       می

این دیدگاه موافـق    . شود در نظر بگیریم      به آن ارجاع می    ZFماً با نام    دستگاه استانداردی را که عمو    
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آمیـزی موافـق بـا نظـر           مبنی بر تحویل ریاضیات به منطق و نیز بـه طـور تنـاقض              راسل و   فرگهبا نظر   
هـای    یعنی تحویل آن به اعداد و مجموعـه       (مبنی بر حسابیدن ریاضیات     ) میلادی1900در   (پوانکاره
گراهای منطقی بیشترین تأثیر را گذاشته و منجر بـه تأکیـدی بـر                گاه بر اثبات  این دید . است) عددی

کـه    چنـان . چندین ایراد به این دیـدگاه وارد اسـت        . اصل موضوع سازی و صوری سازی شده است       
دهـد    این دیدگاه به این سؤال پاسخ نمـی       . ها وجود دارد    دانیم اشکالاتی در مبانی نظریۀ مجموعه       می

هـایی کـه ریاضـیات امـروز را           هـا فقـط آن      مامی پیامدهای ممکن نظریـۀ مجموعـه      که چرا از میان ت    
ایـن  . تـر هسـتند   ایم و چرا مفاهیم و نتایج معینی از ریاضیات از بقیه جالـب       دهند برگزیده   تشکیل می 

دان بزرگ دارد برای ما       چنان که یک ریاضی     دیدگاه قادر نیست درکی شهودی از ریاضیات را آن        
ها، مانند وجود مستقل اعداد طبیعی، در پـی آن اسـت کـه مطالـب                  حذف بعضی ایده  با  . توجیه کند 
گرایی نیز وجـود دارد       موضوع جانبی منطق  . تر توضیح دهد    تر را با مطالب مبهم      تر و واضح    مقدماتی

دسـت کـم در یـک       . شـود   رغم شواهد قطعی علیه آن، مرتبـاً مطـرح مـی            که در بعضی مجامع، علی    
آمیــز ناشــی از یکــی گــرفتن نادرســت تعریــف نظریــۀ منطقــی  ت تنــاقضحالــت مهــم، ایــن وضــعی

ایـن اسـتدلال    .  اسـت  کـانتور هـای     با نظریۀ ریاضی مجموعه   ) توسیع محمولات  (فرگههای    مجموعه
تواننـد بـه نظریـه         شبیه به آن است که منطق و ریاضیات مـی          فرگهنظریۀ  : تقریباً به این صورت است    

 .ا یکی سازی، ریاضیات قابل تحویل به منطق است تحویل شوند؛ بنابراین، بکانتور
 در شرح حالی که به قلم خود نوشته است، دلیل انتخاب فیزیک به جـای ریاضـی                  اینشتین

ممکن است تعجب کنیم که چگونـه ممکـن اسـت           . را فقدان وحدت در ریاضیات بیان کرده است       
بـه  .  نه تمام است و نه جـازم ZFالبته دستگاه صوری   . ها به ریاضیات وحدت نبخشد      نظریۀ مجموعه 

هـای ریاضـی معروفـی نظیـر فرضـیۀ پیوسـتار              علاوه این دسـتگاه حتـی قـادر نیسـت دربـاره گـزاره             
. ، از جنبـۀ مفهـومی، رضـایت بخـش نیسـت       تمامبنابراین به عنوان یک دستگاه      . گیری نماید   تصمیم

تـر نظیـر آنـالیز       اضـیات عملـی   های مراتب بالاتر را کنار بگذاریم و خود را به ری            اینک اگر نامتناهی  
کـه تقریبـاً تمـام قضـایای معـروف            کلاسیک، نظریۀ اعداد، و جبر مجرد محدود نماییم، قبـول ایـن           

 بـه همـراه     ZFتوانیم ادعا کنـیم کـه         آیا می .  دارند، معقول به نظر خواهد رسید      ZFهمانندهایی در   
ی اجمـالی بـه آن نـوع وحـدتی          ا  های گوناگون ریاضی منشعب از آن، نمایانگر اشـاره          تمامی شاخه 

 است که به دنبال آن بودیم؟
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. یک ایراد این است که این نمایش سعی دارد چهرۀ مجردتـر ریاضـیات را ندیـده بگیـرد                  
حتـی قضـایای    . مطمئناً اصول موضوع یک گروه یا یک میدان بـا الگوهـای گونـاگونی سـازگارند               

ایـن  . تـری اثبـات شـوند       تر یا ضعیف    ویهای اصل موضوعی ق     توانند در دستگاه    آنالیز کلاسیک می  
بخشـد کـه هـر دسـتگاه          های اصل موضوعی را قوت مـی        مطالب امکان وجود یک شبکه از دستگاه      

 ZFدستگاهی شبیه . کند  ساختار مجرد، و در واقع رده تمام الگوهای ممکن آن دستگاه را معین می             
ها را به ایـن مفهـوم         م این دستگاه  یا یک دستگاه به قدر کافی بزرگ که هنوز ابداع نشده است، تما            

 .کند گیرد که هیچ کس وجود شیئی را که با آن رو به رو نشده مسلم فرض نمی در بر می
با این برداشت حتی ممکن است بدون استدلال دوری، ماوراء قضایایی در رابطـه بـا همـه                  

ه نسبتاً ضـعیف کـه      توانند در یک دستگا     ها همچنین نمی    الگوهای یک دستگاه اثبات کرد، زیرا آن      
اگـر چنـین    . پـذیرد اثبـات شـوند       هم الگوهای بسیار بزرگ و هـم الگوهـای نسـبتاً کوچـک را مـی               

یـافتیم کـه فقـط     بندی دسـت مـی   کردیم به نوعی استخوان ای از حداکثر ده دستگاه، ابداع می     شبکه
خره نقـاط   توانست با افزودن حقایقی درباره وضـعیت کنـونی، حدسـی از تمـایلات آتـی و بـالا                    می

 .را به صورت چیزی زنده تبدیل کند درخشان تاریخی ریاضیات، آن
 بوربـاکی رسـد کـه ایـن دیـدگاه      به نظر مـی .  ریاضیات مطالعه ساختارهای مجرد است   -3

ها کوششی آگاهانه     در این کتاب  . تعدادی کتاب با نفوذ در اثبات این نظریه نوشته شده است          . باشد
. کاربردهای آن انجام شده است، که در مجموع کـار درسـتی نیسـت         برای رها ساختن ریاضیات از      

نارسایی این چشم انداز نه تنها به نادیده گرفتن نتایج مرکزی گوناگونی که بیشتر از نـوع ترکیبـاتی      
هستند، بلکه به خصوص به خاطر فقدان توجیـه ذاتـی انتخـاب سـاختارهایی کـه بـه دلایلـی کـاملاً                       

محتـوای سـاختاری نتـایج      . شـود    اهمیـت زیـادی دارنـد، هویـدا مـی          خارجی نسبت به این رهیافت،    
همچنین یک ناسازگاری اساسی وجود دارد، بدین معنی که در حـد            . ریاضی نشان داده نشده است    

شـود ولـی در عمـل،      ها به عنوان زیربنـا در نظـر گرفتـه مـی             کلمات، نظریۀ اصل موضوعی مجموعه    
. شـوند   اعتنایی واقع مـی     گیرد مورد بی    اضیات صورت می  تحقیقات گوناگونی که در زمینۀ مبانی ری      

داشت که عدد، مجموعه و تابع از طریقـی           این ایده هنگامی با طرز فکر متداول مطابقت بیشتری می         
دانـان امـروز    گردیدند و در این صورت حداقل در بیـان واقعیـت کـار ریاضـی           تر مطرح می    شهودی

 .آورد موفقیت بیشتری به دست می
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در این تعریف، محاسبات تنهـا بـه نـوع          . ات سرعت بخشیدن به محاسبات است      ریاضی -4
نیـز  ) همچون در نظریـه کلیـدها     (اعمال جبری و کار با عبارات منطقی        . شود  عددی آن محدود نمی   

تر این است که بگوییم هر بخش مهم از ریاضـیات            یک دیدگاه وسیع  . مشمول در این تعریف است    
توانـد ایـن باشـد کـه تمـام            یک ایده متفاوت ولی مربوط مـی      . می باشد باید دارای محتوای الگوریت   

رسـد    به نظر مـی   . ریاضیات برای کمک به علوم و کمک به ما برای فهمیدن، و کنترل طبیعت است              
تر ولی بـا موانـع    های ظریف توان توضیح داد که، مثلاً، چرا ما اغلب برهان        ها نمی   که در این دیدگاه   
ممکـن اسـت   . بـریم  سندیم و یا چرا از اثبات عدم امکان چیزی بسـیار لـذت مـی   پ  بلندتر را بیشتر می   

های ریاضی عنصری به نام انسان نیز وجود دارد، و بنابراین مهم اسـت کـه                  گفته شود که در فعالیت    
تـر را بهتـر درک        بنابراین یک برهان ظریف   . حتی در کاربردها نیز وضعیت قابل فهمی داشته باشیم        

هــای  ایــن طریــق بــه طــور غیرمســتقیم، خــواهیم توانســت در جســتجوی الگــوریتم کنــیم، و از  مــی
های داده شده را آشـکار   های روش کارآمدتری باشیم؛ و نتایج حاکی از عدم امکان که محدودیت        

امـا، ایـن نـوع بحـث یـادآور          . سازند، سرانجام ما را در یافتن نتایجی مثبت یـاری خواهنـد کـرد               می
 .دهند های ناخواسته، موضوع را بیش از حد کش می انطباق واقعیتای است که برای  فلاسفه





 
 

 فصل چهاردهم
 
 
 

 عدد چه نوع چیزی است؟
 گفتگوی جان براکمن با روبن هرش

 
 
 
 

قسمتی از فرهنـگ و     . ریاضیات چیست؟ نه فیزیکی و نه ذهنی است، بلکه اجتماعی است          
ری است که شبیه قانون، مذهب، پول و همه چیزهای دیگ    . تاریخ است 

اند اما فقط بخشی از آگاهی انسـان اجتمـاعی را تشـکیل               خیلی حقیقی 
 .دهند و این دقیقاً همان چیزی است که ریاضیات است می

دان، ریاضـیات فقـط بـه عنـوان            ریاضـی  روبـن هـرشِ   به نظر   
کـه    بـا وجـود ایـن     . قسمتی از فرهنـگ انسـان وجـود یـا واقعیـت دارد            

ای   رسـد ولـی پدیـده        بـه نظـر مـی      ناپـذیر   زمـان و لغـزش      ریاضیات بـی  
  . تاریخی است- فرهنگی-اجتماعی

 اعداد چیستند؟: کند او دیدگاه وسیعی دارد و در مورد مسائل کهن بسیار فکر می
های نامتناهی چیستند؟ بعد چهـارم چیسـت؟ معنـا و             مثلث، مربع و دایره چیستند؟ مجموعه     

هـای قـدیم و جدیـد در مـورد ماهیـت              ماهیت ریاضیات چیست؟ او ضـمن زیـاد اندیشـیدن، نظریـه           
هدف اصـلی او روبـرو شـدن بـا مسـائل فلسـفی              . دهد  ریاضیات را توضیح داده و مورد نقد قرار می        

هـا آگـاهی کسـب        تـوانیم نسـبت بـه آن        اشیا ریاضی به چه مفهومی وجود دارند؟ چگونه می        : است

 روبن هرش
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 ریاضـی   و عمـل  ش ریاضـی کنند که اعیـان ریاضـی مسـتقل از دان ـ    دانان فکر می   کنیم؟ چرا ریاضی  
 اند؟ وجود دارند و جاودانه

 
 !روبن، یک سؤال جالب مطرح کن): براکمن(جان 
عدد چیست؟ مثلاً دو چیست؟ این یک سؤال کودکستانی است و البتـه یـک بچـۀ                 : هرش

دو انگشـتش را بـالا      (دو  ). بـرد   سه انگشـتش را بـالا مـی       (سه  : دهد  کودکستانی جوابی این چنین می    
 .این یک جواب خوب و در عین حال یک جواب بد است). برد می

در واقع برای بیشتر مقاصد، این جواب به قدر کافی خوب است ولی فراتر از کودکستان،                
یـک عـدد چـه    : آیـد  تر، سؤال فوق به صورت زیر در می   تا حد جسارت در پرسیدن سؤالات عمیق      

 نوع چیزی است؟
توانید راجع به دو جواب اصلی  ، می»ست؟یک عدد چه نوع چیزی ا«پرسید  حال وقتی می

 :فکر کنید
کـه در     که عدد در مکان خارجی است، شبیه یـک صـخره یـا یـک روح؛ یـا آن                    یکی این 

ایـن  . انـد   فلاسفه از یکی از این دو جواب دفاع کـرده         . ای در ذهن یک شخص      داخل است، اندیشه  
تواند دریابد که هر دو جواب        یانگیز است زیرا هر کسی که کوچکترین دقتی بکند م           واقعیت رقت 

عدد چیزی خارجی نیست، مکانی برای حضور و یـا چیـزی بـرای عـدد بـودن،         . کاملاً اشتباه هستند  
 .وجود ندارد

همچنین فقط یک فکر نیست، زیـرا بـا ایـن همـه، چـه بدانیـد یـا ندانیـد، دو و دو، چهـار                          
رسید، نه آن     چه در ابتدا به نظر می       نیابید که سؤال مذکور بر خلاف آ        به این ترتیب در می    . شود  می

، مقالـۀ  گوتلوپ فرگـه یکی از فلاسفۀ بزرگ ریاضی یعنی     . قدرها ساده و نه آن قدرها بدیهی است       
یـک  . دانسـتند منتشـر کـرد       دانان قبل از او معنی یک را نمی         کاملی مبنی بر این حقیقت  که ریاضی       

 بـه سـؤال اخیـر جـواب داد ولـی      فرگـه ته الب. تواند جواب دهد چیست؟ هیچ کس به طور دقیق نمی    
های قبلی هم بدتر بود و این چنین بود که این سؤال به عنـوان       جوابش نه تنها بهتر نبود بلکه از پاسخ       

مـا همـه چیـز را دربـاره آن همـه ریاضـیات              . یک سؤال عجیب و باور نکردنی تا امـروز بـاقی مانـد            
چنـین  » یـک عـدد چیسـت؟     «پرسـیم     البته وقتی می  دانیم ریاضیات واقعاً چیست؟       دانیم، ولی نمی    می

پـذیر یـا یـک عملگـر          سؤالی در مورد یک مثلث، یـک مربـع، یـک دایـره، یـک تـابع دیفرانسـیل                  
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دانید؛ اما عـدد چیسـت؟ چـه نـوع            شما در مورد عدد، زیاد می     . خودالحاق نیز دقیقاً قابل طرح است     
 .به سؤال کوتاه شماچیزی است؟ به هر حال سؤال من این است، یک جواب طولانی 

 و جواب سؤال شما چیست؟: جان
باید بـرای یـافتن جـواب قـدری تـلاش      . خواهید هوم، شما پاسخ را خیلی سریع می      : هرش

 .من تدریجاً به جواب خواهم رسید! کنید
گویید یک چیز، شئ یا وجود ریاضی کاملاً خارجی است یعنی مسـتقل از                که می   هنگامی

 شما نه در مورد     -، و یا داخلی است یعنی یک اندیشه در ذهن شما است           باشد  فکر یا عمل انسان می    
 در این صورت منظورتان این است کـه فقـط دو            -کنید  اعداد، بلکه تنها در مورد وجود صحبت می       

دو (هر چیزی یا خارجی و یا داخلی اسـت و هـیچ یـک از ایـن دو انتخـاب        . نوع هستی وجود دارد   
 .ست، و این دلیل معما بودن آن استمناسب اعداد نی) قطب یا ثنویت

موضوع با این پیش فـرض اشـتباه کـه فقـط دو نـوع چیـز پیرامـون مـا وجـود دارد شـکل                
اما اگر وانمود کنید که یک فیلسوف نیستید و فقط یک انسان واقـع              . ای به خود گرفته است      پیچیده

ای کـه     مـثلاً بـرگ جریمـه      باشد چیست،   چه که در پیرامونتان می      بین هستید و از شما سؤال شود آن       
باید آن را بپردازید، اخبار در تلویزیون، یک مراسم ازدواج که مجبور به شرکت در آن هسـتید یـا                    

ای در ذهن     یک صورت حساب که باید پرداخت کنید، خوب هیچ یک از این چیزها صرفاً اندیشه              
هـا نـوع دیگـری از          آن .ها نسبت به فکر یا عمل انسان، خارجی نیسـت           شما نیست و هیچ یک از آن      

که به خوبی شناخته شده اسـت         این نوع واقعیت با وجود این     . واقعیت هستند و مشکل همین جاست     
شناسـی بـا آن       شناسی و جامعه    شناسی مستثنی گردیده است، ولی علوم انسان        و از متافیزیک و هستی    

گونـه مطمـح نظـر قـرار          ه هـیچ  کنید، این نوع سوم ب      اما وقتی از منظر فلسفه نگاه می      . سر وکار دارند  
 .شود گیرد و حتی رد می نمی

ریاضیات نـه فیزیکـی و نـه ذهنـی اسـت            . ام از آن آگاهید     حال که جواب را عرضه کرده     
شبیه قـانون، مـذهب، پـول و همـه چیزهـایی            . قسمتی از فرهنگ و تاریخ است     . بلکه اجتماعی است  

 .دهند ن اجتماعی را تشکیل میاند، اما فقط بخشی از آگاهی انسا است که خیلی حقیقی
درونـی نسـبت بـه     . هم درونی و هم بیرونی است زیرا قسـمتی از جامعـه و فرهنـگ اسـت                

هـا و    جامعه و فرهنگ به عنوان یک کل، بیرونی نسبت به فردی که مجبور به یادگیری آن از کتاب                 
 .این چیزی است که ریاضیات است. در مدرسه است
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ن افلاطونی این موضـوع بـه قـدری سـنگین اسـت کـه حتـی           دانا  اما برای بعضی از ریاضی    
 .طلبد شروع به درک مطلب تلاش زیادی می

جـا    رسد که شما در شرف واردکردن بعضی مباحث سیاسی در ایـن             روبن به نظر می   : جان
 .خواهان نیست هستید چیزی که در خط مشی جمهوری

خـوب ایـن   . مده باشد گویید که فلسفۀ من ممکن است تحت نفوذ سیاستم در آ            می: هرش
این یکی از چیزهای بسیار جدید در کتابم است که به همبستگی بین عقیده سیاسی و                ! درست است 

 .اعتقاد در مورد ماهیت ریاضیات توجه دارد
 آیا شما نامی برای این راه حل دارید؟: جان
ت، هـیچ  این واقعاً یک مکتب نیس ـ. نامم گرایانه ریاضیات می من آن را فلسفۀ انسان   : هرش

کس دیگری با این نام وارد این بحث نشده است، اما افراد دیگری نیز هسـتند کـه بـه طریـق مشـابه                 
یک گرگ تنها نیستم، مـن یکـی        «جا    من در این  . اند  ها داده   های گوناگونی به آن     کنند و نام    فکر می 

از حیطـۀ فلسـفه     هـایی کـه در خـارج          نامیم، گرگ   ها را می    هایم، به همان معنایی که آن       از ماوریک 
 ».کشند زوزه می

من دریافتم که با تقسیم فلاسفه ریاضـی بـه دو   . در هر صورت به سؤال دیگرمان برگردیم    
گراها یـا     را انسان   گرا و دیگری که آن      را عمده   یک گروه که آن   . شود  گروه توضیح بهتری ارائه می    

ورت یـک فعالیـت انسـانی، و    هـا ریاضـیات را بـه ص ـ      گراها یـا ماوریـک      انسان. نامیم  ها می   ماوریک
در هر حال در طول تاریخ،      . بینند  را به صورت چیزی غیر انسانی و فوق انسانی می           گرایش عمده آن  

دانم آیا در آن زمان نیـز ارتبـاطی بـا             نمی. ها بود   گراها وجود داشته اند، که ارسطو یکی از آن          انسان
 .سیاست وجود داشت یا خیر

گـرا یـا    جه به موقعیت زمانی، این مردان را به صـورت راسـت     بنابراین سعی کردم که با تو     
 دکـارت  انقلابـی و  اسـپینوزا  تـا حـدی لیبـرال،    ارسـطو  خیلی راست،    افلاطون. گرا معرفی کنم    چپ

بنـدی    مردانی هـم وجـود دارنـد کـه در ایـن رده            . ها حقایق معلومی هستند     این. سلطنت طلب بودند  
 .گنجند نمی

گراهـا بـه طـور        کنید که انسـان      فقط به این موضوع توجه می      رسد که شما    چنین به نظر می   
هر تبیینی از ایـن مطلـب یـک گمانـه           . گرایند   به طور برجسته راست    هاگرا  عمدهگرا و     برجسته چپ 

از فلسفه ریاضیات   مونه واقعی   برای مثال یک ن   . خواهد بود با این حال به طور شهودی با معنی است          
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هـایی   گویند که همۀ اشیا و اعیان ریاضی، چه آن گراها می افلاطون. گرایی است   ، افلاطون گرا  عمده
هـایی کـه هرگـز کشـف نخواهنـد شـد، همـه از ازل وجـود                    ایم و چـه آن      که ما هنوز کشف نکرده    

کنیم و به این ترتیـب        هیچ تغییری در حیطۀ ریاضیات وجود ندارد، ما چیزها را کشف می           . اند  داشته
دنیای ریاضی واقعاً به طور کامل ایستا است، همواره وجود داشته است            اما  . یابد  دانشمان افزایش می  
 .و همواره خواهد بود

 دانید این نوعی محافظه کاری است؟ می
بنـابراین  . درست متناسب با افکار شخصی که عقیده دارد رسوم اجتماعی نباید تغییر کنـد             

گرا و   افلاطونبرتراند راسل برای مثال   . چنین همانندهایی وجود دارد البته استثناهایی نیز وجود دارد        
گـرا امـا از     از نظر سیاسی راسـت ایمره لاکاتوشیکی از فلاسفۀ محبوب من یعنی       . سوسیالیست بود 

اند و  ها بسیار سست بوده و از روی آمار به دست آمده این همبستگی. نظر فلسفی بسیار رادیکال بود
هـای     راجـع بـه فلسـفۀ کسـی از روی گـرایش            توانیـد   شما نمـی  . به صورت یک حکم قطعی نیستند     

هایم جستجو کردم و چندین نام کـه          گذاری ایده   من برای نام  . اش قضاوت کنید و بر عکس       سیاسی
ــی     ــار م ــه ک ــابه ب ــای مش ــه نظره ــرای نقط ــافتم ب ــاخت: رود ی ــذیری،    س ــاعی، خطاپ ــی اجتم گرای

کـنم، زیـرا مـن راه خـود را     مایل نبودم نام دیگـری از کسـی اخـذ    . گرایی  گرایی، طبیعت   تجربه  شبه
تـرین    که دقیـق    نامی. خواهم خود را در زمرۀ مکتب شخص دیگری قرار دهم           ام و نمی    روشن ساخته 

 .گرایی اجتماعی بود ترین باشد، مفهوم و صحیح
شـاید مـن    . انـد   که به طور جنبی و انفرادی وضـع شـده           ریاضیات متشکل است از مفاهیمی    

. شـود   گـرا نامیـده مـی       علق به گروهی هستم که شبکه ریاضیات انسان       زیرا مت . گرایانه فکر کنم    انسان
هیچ ریاضیاتی بدون آدمیزاد    . گوید ریاضیات چیزی انسانی است      گرایی مناسب است زیرا می      انسان

ها و اعداد و غیـره وجـود دارنـد، خـواه مـردم                کنند که بیضی    بسیاری از مردم فکر می    . وجود ندارد 
 .کنم اشتباه است دانند، این چیزی است که من فکر میها بدانند یا ن دربارۀ آن

شناسـانه از ریاضـیات صـحبت     جا دربارۀ یک اصـل انسـان   رسد که در این   به نظر می  : جان
 .کنیم می

روزی بحثـی جـدی در      . ام  هرگـز در مـورد آن فکـر نکـرده         . طـور باشـد     شاید ایـن  : هرش
 9اکنـون   : گفـت   او مـی  . م بـود داشـتم    دانشگاه نیومکزیکو با یکی از دوستانم که یک فیلسوف عل ـ         
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 وجود 9پس عدد .  سیاره وجود داشت9که انسانی وجود داشته باشد  سیاره وجود دارد و قبل از این 
 .که هیچ انسانی وجود داشته باشد داشته است قبل از این

ما اشیا ریاضی شـبیه اعـداد       . را مشخص کنم    جا اشکالی وجود دارد که مجبورم آن        در این 
بینیم و این مطلب متناقض با ایـن ایـده کـه اعـداد اعیـانی اجتمـاعی                    ا واقعیت ریاضی می   کوچک ر 

 .شیوۀ حل این مشکل توسط دیگران نیز تذکر داده شده است. رسد هستند به نظر می
بـه عنـوان اسـامی و بـه عنـوان           : بـریم   ما واژگان عددی را به دو منظور متفاوت به کار مـی           

 سـیب   9اگر ایـن کـه      .  یک صفت است   9 سیب،   9گوییم    وقتی می . این ملاحظه مهم است   . صفات
اند  ها رسیده ها قرمزند یا آن گاه این که سیب باشد آن) عینی(روی میز وجود دارد، حقیقتی خارجی 

است و در این حالـت      ) عینی(ها نیز، به همان اندازه حقیقت خارجی          یا هر چیز دیگری در مورد آن      
شـوند وقتـی مـا ناآگاهانـه و       اشیا مشکل ساز می   . ها وجود ندارد    ه آن واقعاً هیچ مشکل خاصی دربار    

و تجـرد محـض   ) 9ماننـد عـدد     (گونه واژگان ریاضی این جهان حقیقی         بدون دقت بین تعبیر صفت    
  ، نیست 9این واقعاً همان    . کنیم  کنیم، ارتباطی ایجاد می     اش در کلاس ریاضی صحبت می       که درباره 

 به عنوان یک شئ مجـرد و بـه عنـوان            9اما عدد   . یک ارتباط وجود دارد   البته یک بستگی متقابل و      
.  است و بدون ما وجود ندارد       قسمتی از یک دستگاه عددی یک ملک انسانی و یک مخلوق آدمی           

 تایی یک چیز فیزیکی است که مطمئناً بدون وجـود مـا وجـود               9هایی از اشیا      وجود ممکن گردآیه  
توانیم بگوییم که یک سیاره گرد است، یک حقیقت  به طور مشابه می.  متفاوتند 9این دو نوع    . دارد

کـه فلسـفه قطعـاً یـک          متأسـفم از ایـن    . ، چیز دیگری است   )گردی ریاضی (عینی، اما مفهوم گردی     
ها دارای فلسفه هسـتند یـا         دانند که آیا آن     دانان نمی    ریاضی حتی  اکثر مردم   . فعالیت دل بخواه است   

هـای فلسـفی قـرار     دهنـد تحـت تـأثیر بحـث     ها انجام مـی  چه آن  مسلماً آن . تها چیس   نه، یا فلسفۀ آن   
بودن یک چیز است    اری  وکیل ک . های دیگر درست است     ز زمینه این مطلب در بسیاری ا    . گیرد  نمی

تـری رفـت، بـرای مثـال          برای توجیه فعالیت فلسفی باید به سطح عمیـق        .  چیز دیگر  و فیلسوف بودن  
دان   انگیز است در تمامی زندگیتان ریاضی       رقت.  زندگی تجربه نشده    در مورد  سقراطهمچون گفتۀ   

بسیاری از . دهد نباشید چه به ریاضیات معنی می باشید ولی هرگز در نگرانی، در اندیشه یا در بیم آن       
داند چطـور در   او می. کنم آلا مقایسه می من این را با شنای روی آب یک ماهی قزل . اند  مردم چنین 

 .دهد و چرا داند چه کاری انجام می ند اما نمیسطح آب شنا ک
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هـای تـدریس      نادرسـتی . فلسفه ریاضیات به تدریس ریاضیات بسـیار وابسـته اسـت          : هرش
ایـن روزهـا مـردم ایـالات متحـده در مـورد تـدریس               . نیسـت ) آمریکا(ریاضیات خاص این کشور     

گرچـه بعضـی از     .  اسـت  که این، فقط یـک مسـألۀ آمریکـایی          ریاضیات بسیار خرده گیرند، گو این     
انـد ولـی اسـاس تـدریس بـد ریاضـیات،         های سنجش بالاتری به دست آورده       کشورهای دیگر رتبه  

 .المللی است و این موضوعی استاندارد است بین
خواهم بگویم همـه   با این حال نمی . در بعضی از جهات ما به بدی کشورهای دیگر نیستیم         

 .چیز رو به راه است
 :تلقی فلسفی از ریاضیات را بیان کنماجازه دهید سه طرز 

های مجردی است که مستقل از انسـان         گوید ریاضیات در مورد ماهیت      گرایی می   افلاطون
گوید که ریاضیات چیزی جز محاسبات نیست، در کل هیچ معنایی ندارد              گرایی می   صورت. هستند

 .آید  میبه دست) به سؤالات مطرح شده(های درست  و با پیروی از قوانین، پاسخ
رسـیدن بـه    . نگـرد   گرایی به ریاضیات به عنوان بخشی از فرهنگ و تاریخ انسان مـی              انسان

کـنم تقریبـاً بـدیهی اسـت کـه            امـا احسـاس مـی     . نتایج دقیق در مورد این نـوع چیـز، دشـوار اسـت            
گرایـی   گرایی، ضد آموزشی هستند و با فهم در تعارضند و حـداقل انسـان      گرایی و صورت    افلاطون
 .تواند سودمند باشد کند و می ای وارد نمی صدمه

های زیادی از جهان      روشی سنتی که هنوز در بخش     . گرایی به عادت مربوط است      صورت
جا الگوریتمی موجود اسـت ایـن مسـلماً چیـزی اسـت کـه بسـیاری از مـردم را از            این. مرسوم است 

گرایند از تدریس مبتنی بـر       تدانانی که صور    منظورم این نیست که ریاضی    (کند    ریاضیات متنفر می  
گراهـا از ریاضـیات    کنند، اما باید اذعـان کـرد کـه بـه طـور طبیعـی تصـور صـورت            عادت دفاع می  

  ).متناسب با روش تعلیم بدون تفکر است
بعضی افراد معلـم خـوبی هسـتند و بعضـی           . گرایی وجود دارد    انواع گوناگونی از افلاطون   

 در آسـمان اسـت، ریاضـیات را         πکـه ) فلیـپ دیـویس    دوسـتم    بـه بیـان   (اما این ایده افلاطونی     . بد
آموز در یادگیری     تواند دلیل عدم موفقیت یک دانش       سازد و این می     ترسناک و دور از دسترس می     

فلسـفۀ  . »شـوند   بعضـی متوجـه ریاضـیات نمـی       «یا دلیل موجه برای این سخن یـک معلـم باشـد کـه               
سـازد و   را از نظر روانی قابـل دسـترس مـی    آورد، آن  از آسمان به زمین میگرایی ریاضیات را    انسان

زیرا این درست یکی از چیزهـایی اسـت         . دهد  این احتمال را که کسی بتواند یاد بگیرد، افزایش می         
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هیچ داده و آزمونی وجـود نـدارد، امـا  اعتقـاد     . این صرفاً یک عقیده است . دهند  که مردم انجام می   
 .استدارم که چنین 
 کنید؟ گرایانه را تدریس می شما چگونه ریاضیات انسان: جان
بـه شـما    . قصد دارم از پاسخ به این سؤال قدری طفره بروم         : هرش

که چگونـه ایـن مطلـب         این. گویم  مقصودم را از تدریس خوب ریاضی می      
 .شود ممکن است کم اهمیت باشد با فلسفه مرتبط می

ــل   ــأثر متقاب ــأثیر و ت ــی، ت ــأله اساس ــاط اســت مس ــط در .  و ارتب فق
 بـه طـور   نوربـت واینـر  ای داریـد کـه توسـط     ریاضیات است که شما نمونـه    

آمـوزان نگـاه      آید به دانـش     او به داخل کلاس می    : فرضی معرفی شده است   
رسـد از نوشـتن دسـت         کنـد، وقتـی سـاعت بـه اتمـام مـی             کند، نوشتن روی تخته را شروع مـی         نمی
 .شود نش آموزان از کلاس خارج میکشد و باز هم بدون نگاه به دا می

کـه جـوابی بـه     کنـد او بـه جـای ایـن     یک معلم ریاضی خوب درسش را با مثال شروع می    
کنـد او بـه    را ارائـه مـی   کنـد و سـپس جـواب آن    سؤال مطرح نشده بدهد، ابتدا سؤالی را مطرح مـی   

شـان را بـه   آمـوزان چشمان  اگـر دانـش  . آموزان کـلاس توجـه دارد       مکالمات و حرکات چشم دانش    
هـا را یـک جـوری         کنـد و آن     اش را متوقـف مـی       اطراف بگردانند و یا لم دهند، او اثبات یا محاسبه         

در کـل هـیچ   . کند از خود حساسیت نشان دهنـد  ، وادار می»شوم متوجه این نکته نمی«حتی با گفتن  
ی آمـوزان آزادانـه صـحبت کننـد و هـیچ سـخنران            کلاس ریاضی بد نیست، در صـورتی کـه دانـش          

. رغم زیبایی آن خوب نیست، هر گاه به شنوندگان فقط اجازه دهند کـه منفعـل باشـند                   ریاضی علی 
 .رود، اما متأسفانه ریاضیات، ناقل تدریس بد است ها در تدریس هر چیزی به کار می بعضی از این

توانند بسیار مفیـد باشـند، امـا هـیچ کـس              خیلی عجیب است که قضایای ریاضی واقعاً می       
چـه کـه    تمام آن. دانند را نمی آموزان هم آن کند و دانش معلم این مطلب را بیان نمی. داند   نمی را  این
این چیزی غیـر انسـانی اسـت، آیـا          . دانند این است که ریاضیات بخشی از دروسشان است          ها می   آن

 چنین نیست؟
ان را بـه نـام حـل مسـأله بـرای معلم ـ             دهم که خودم آن     به کلاسی درس می   . حکایتی دارم 

ام، هدف این کلاس مشغول داشـتن         دبیرستان و مدارس راهنمایی و معلمان آینده طرح ریزی کرده         
به ایـن امیـد کـه    . ها به حل مسأله، داشتن شوخ طبعی در حل و داشتن اطمینان نسبت به آن است        آن

فیلیپ دیویس
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هـا    آن: دانشـجویان وظـایفی داشـتند     . ها را در کلاسشان پیاده سـازند        وقتی معلم شدند، بعضی از آن     
یـک روز   . کردنـد   کردند و سپس در کلاس راجع بـه آن صـحبت مـی              باید روی موضوعی کار می    

سپس با شجاعت به عقب کلاس رفـتم،    . انتظار کشیدم، انتظار  . هیچ داوطلبی نبود  . داوطلب خواستم 
کلاس به کلاسی خوب بدل     . ای بعد یک دانشجو به پای تخته رفت         و لحظه . نشستم و هیچی نگفتم   

ای که صدها بار آن را انجام داده بودم گفتن            لید این بود که خواستم سکوت کنم، چیز ساده        ک. شد
 ».بسیار خوب من آن را به شما نشان خواهم داد«:این جمله بود

سـاکت  . ها باشـد    کردن شاید بزرگترین مشکل برای اکثر یا تقریباً همۀ معلم         زیاد صحبت   
 .رسد وت کنیم، دنیا به آخر میباشید فکر نکنید اگر دو تا سه دقیقه سک

 شما قبلاً کلمۀ زیبایی را به زبان آوردید، زیبایی چیست؟: جان
 به این موضـوع در  کارلوروتا جیان دوستم .خوشبختانه پاسخی برای این سؤال دارم    : هرش

بـا  » چقـدر زیبـا   «گوید تمایل بـه گفـتن         او می . پرداخته است » های ناگسسته   اندیشه«کتاب جدیدش   
زیبایی وقتی است که چیزهایی غیر واضح یا مغشوش ناگهـان بـا هـم در                . یرت همراه است  یک بص 

اما احسـاس   . را زیبا بنامید    های دیگری موجود باشد که شما آن        شاید وضعیت . گیرند  تناسب قرارمی 
حقیقتـاً چیـزی بـرای گفـتن        ) نویسـنده (کنم وقتی کتاب مزبور را خواندم احساس کردم کـه او              می
ایـن  . که منظورمـان از آن روشـن باشـد          کنیم بدون این    ا ما مدام دربارۀ زیبایی صحبت می      زیر. دارد

نظم حاصله از اغتشاش، سادگی حاصـله از  . اما روتا خیلی به آن نزدیک شد. کار کاملاً ذهنی است  
 .پیچیدگی و فهم حاصله از عدم درک، زیبایی ریاضی است
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 شهود چهار بعدی
 شروبن هر
 
 
 

 
امـا  . مواد جامد سه بعـدی هسـتند  . یک سطح صاف دو بعدی است     . خط یک بعدی است   

 چهارمین بعد چیست؟
، یـک هندسـه     اینشـتین در نسـبیت    . گویند که زمان، چهارمین بعد است       بعضی از مردم می   

رود که در آن از ترکیب یک فضای سه بعدی و یک مختصات زمانی یـک                  چهار بعدی به کار می    
 زمـان   -خـواهیم دربـاره نسـبیت و فضـا          امـا نمـی   . یوستار چهار بعدی حاصل شده است     بعدی یک پ  

خواهیم بدانیم که آیا با معنی است در فهرست ابعاد هندسی یک قدم جلوتر                فقط می . صحبت کنیم 
ها کـره     مشابه سه بعدی آن   . های آشنـای دایره و مـربع را داریم        برای مثـال در بعـد دو شکـل     . رویم

 توانیم دربارۀ ابرکره یا ابرمکعب صحبتی ارائه کنیم؟ آیا می. ستو مکعب ا
در اولین مرحله، دو نقطـه را کـه بـه      . توانیم در سه مرحله از نقطه به یک مکعب برسیم           می

خـط، یعنـی یـک شـکل یـک         کنیم تا پـاره     متر از یکدیگرند به یکدیگر وصل می        فاصله یک سانتی  
متری را کـه بـه فاصـله        قاط پایانی دو پاره خط یک سانتی      سپس هر زوج از ن    . بعدی به دست آوریم   

کنـیم تـا بـه یـک مربـع یـک              متر و به مـوازات هـم قراردارنـد، بـه یکـدیگر متصـل مـی                  یک سانتی 
هـای متنـاظر دو مربـع یـک           در مرحلـۀ بعـد، گوشـه      . متری، یعنی یک شکل دو بعدی برسـیم         سانتی
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متر بالای دومی قرار دارد، بـه         به فاصلۀ یک سانتی   متری را که موازی یکدیگرند، و مثلاً اولی           سانتی
  .کنیم تا یک مکعب سه بعدی حاصل شود هم وصل می

 
متری   متری، باید دو مکعب یک سانتی       پس برای بدست آوردن یک ابرمکعب یک سانتی       

هـای متنـاظر      متر و به موازات هم قرار دارند در نظر بگیریم و سپس رأس              را که به فاصلۀ یک سانتی     
متری، یعنی یک شکل چهار بعدی        به این شیوه باید یک ابرمکعب یک سانتی       . ا به هم وصل کنیم    ر

 .حاصل شود
ایـن جهـت   . مشکل این است که باید در هر مرحله در یک جهـت جدیـد حرکـت کنـیم           

اما تمام جهاتی که برای ما قابل دسترسند بـا حرکـت بـه              . جدید باید عمود بر جهت های قبلی باشد       
مـا موجـوداتی سـه بعـدی        . انـد   ، راست و چپ و بالاخره بالا و پایین قبلاً اسـتفاده شـده             جلو و عقب  

در حقیقـت تصـور چهـارمین       . هستیم که قادر نیستیم از فضای سه بعدی به چهارمین بعد گـذرکنیم            
تنهـا  . های علمـی تخیلـی باشـد        بعد فیزیکی شاید در حد یک تخیل و یک دست آویز برای داستان            

کـه هـیچ چیـز غیرمنطقـی و           را تصـور کنـیم و ایـن         تـوانیم آن    آن این است که مـا مـی       نکته راجع به    
 .ناسازگار در مورد تصورمان وجود ندارد

را کشـف     تـوانیم بسـیاری از خـواص آن         اگر ابرمکعبی چهار بعدی وجود داشته باشد، می       
 از اتصال دو مکعب     چون ابرمکعب . را بشماریم   های آن   ها و وجه    ها، یال   توانیم تعداد رأس    می. کنیم

عـلاوه بـر همـه    .  رأس داشـته باشـد  16 رأس دارند ساخته شده است، بایـد       8سه بعدی که هر کدام      
هایی    دارد، یک یال به ازای هر زوج از رأس         نیزهای جدیدی     هایی که آن دو مکعب دارند، یال        یال

3281212شـوند، پـس   که به هم وصل مـی     تـوان دیـد کـه     کـر مـی  بـا قـدری ف  .  یـال دارد ++=
 .دارد) مکعبی( ابروجه 8و ) مربعی( وجه 24ابرمکعب 

دهـد ایـن      پاره خط، مربع، مکعب و ابرمکعب را نشان مـی         » های  قسمت«جدول زیر تعداد    
 .ها همیشه توانی از سه است اکتشافی شگفت انگیز است که مجموع این قسمت
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 شئ بعد
 0وجه 

بعدی 
 )رأس(

 1وجه 
بعدی 

 )رأس(

 2وجه 
بعدی 

 )رأس(

 3وجه 
بعدی 

 )رأس(

 4وجه 
بعدی 

 )رأس(
 - - - - 1 نقطه 0
 - - - 1 2 پاره خط 1
 - - 1 4 4 مربع 2
 - 1 6 12 8 مکعب 3
 1 8 24 32 16 ابرمکعب 4

 
هـای دبیرسـتان و محصـلین، کشـف تـدریجی ایـن               در یک درس حل تمرین بـرای معلـم        
حقیقت ایـن اسـت کـه ایـن همـه           . کشد  ته طول می  حقایق در مورد ابر مکعب معمولاً یک یا دو هف         

 .اطلاعات روشن دربارۀ ابرمکعب گویای این است که به مفهومی، ابرمکعب وجود دارد
های یـک     وقتی که از تعداد رأس    . البته این ابرمکعب از نظر فیزیکی وجودی خیالی است        

اشت، چه تعداد رأس د پرسیم، منظورمان این است که اگر یک چنین چیزی وجود می      ابرمکعب می 
داشـتید، آیـا شـاه     اگر شما برادری مـی  «این شبیه این لطیفۀ قدیمی است که        . توانست داشته باشد    می

تفاوت این است که سؤال در مـورد بـرادری کـه وجـود نـدارد احمقانـه                  » داشت؟  ماهی دوست می  
 دارای جـواب  های مکعبی که وجود ندارد چنین نیسـت، زیـرا   است در حالی که سؤال دربارۀ رأس   

 .معینی است
های جبری، یعنی بـا تعریـف یـک ابرمکعـب بـه کمـک                 در حقیقت با به کار بردن روش      

را به جبر تحویل کنـیم، دقیقـاً          توانیم آن   می. توانیم به هر سؤال در بارۀ آن پاسخ دهیم          مختصات، می 
ه جبـر تحویـل   هـای دو یـا سـه بعـدی را ب ـ            که هندسۀ تحلیلی معمولی سؤالات مربوط به شکل         چنان
هـای    توانیم پرسـش    تر از جبر دو یا سه متغیره نیست، پس می           جبر چهار متغیره اساساً مشکل    . کند  می

به ایـن   . ها پاسخ دهیم    ها و مکعب    ها را به همان سادگی سؤالات مربوط به مربع          مربوط به ابر مکعب   
ایـن شـئ   . شـود  طریق، ابرمکعب یک مثال خوب برای چیزی است که وجود ریاضـی خوانـده مـی            

هـای آن   هـا و ابروجـه   هـا، وجـه   هـا، یـال   فرضی یا تصوری است ولی هیچ شکی دربارۀ تعـداد رأس       
 !وجود ندارد
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اند که گرچه فرضی یا تصوری هستند   هندسه دو یا سه بعدی معمولی اشیایی ریاضی  ءاشیا
مکعـب سـه    . سـازیم را ب   توانیم آن   اند، بر خلاف ابرمکعب که ما نمی        ولی به واقعیت فیزیکی نزدیک    
توانیم با نگاه به یک مکعب چوبی خواص مکعب سـه بعـدی     اما می . بعدی یک شئ ایده آلی است     

 12های یک حبه قند نیـز         که تعداد یال     است چنان  12های مکعب سه بعدی       تعداد یال . را معین کنیم  
یـادی دربـارۀ   هـا اطلاعـات ز   هـا و سـپس بررسـی آن    توانیم با رسم تصاویر یا ساختن مدل        می. است

ممکن است با درست استفاده نکردن از یک تصویر یا مدل           . هندسۀ دو یا سه بعدی به دست آوریم       
توصیف موقعیتی که در آن فردی به این طریـق  . آید به اشتباه بیافتیم، اما کمتر چنین چیزی پیش می       

دمند اسـت، حتـی بـرای    هـا سـو    القاعده، کاربرد تصاویر و مدل      علی. اشتباه کند، به مهارت نیاز دارد     
هـا، خـواه واقعـی        ها و شـکل     استدلال مبتنی بر مدل   . نماید  درک هندسۀ دو یا سه بعدی ضروری می       

شود که در برابر استدلال دقیق یا صوری قرار           ها، استدلال شهودی نامیده می      خواه تصاویر ذهنی آن   
 .دارد

 موجـوداتی سـه بعـدی       رسد که چـون مـا       رسیم، به نظر می     وقتی به هندسۀ چهار بعدی می     
ولـی چنـین    . هستیم، براساس سرشت خود، امکان استدلال شهودی دربارۀ اشیا چهار بعدی نـداریم            

 .نیست، در واقع درک شهودی اشیا چهار بعدی غیر ممکن نیست
 که یـک دانشـمند   چارلز اشتراسدان و   که یک ریاضی توماس بنکاف در دانشگاه براون،    

 کامپیوتری از یک ابرمکعب که به درون و بیرون فضای سه بعدی             کامپیوتر است، تصاویر متحرک   
 .اند کند تهیه کرده ما حرکت می

اند موجود دو بعدی مسطحی را تصـور کنیـد کـه در سـطح                 چه انجام داده    برای درک آن  
 .را ببیند) ولی نه بالا یا پایین سطح(تواند اشیا روی این سطح  کند و فقط می یک استخر زندگی می

وجود مسطح به دو بعد فیزیکی محدود است دقیقاً همچون ما که به سه بعد فیزیکـی             این م 
ها با جهـان مسـطحش    تواند از اشیا سه بعدی فقط از طریق مقاطع دو بعدی آن او می. محدود هستیم 

اگر یک مکعب صلب از هوا به داخل آب عبور نماید، او مقاطع عرضی را که مکعب با      . آگاه شود 
 .بیند سازد، می  ورود به سطح، گذر از آن و بالاخره ترک سطح میسطح آب هنگام

در صورتی که مکعب مکرراً تحت زوایا و جهـات مختلـف از سـطح مزبـور گـذر کنـد،                     
موجود دو بعدی سرانجام اطلاعات کافی برای درک مکعب، حتی اگر نتوانـد از جهـان دو بعـدی                   

 .خود بگریزد، خواهد داشت
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دهد که ما چه خـواهیم دیـد، اگـر یـک ابرمکعـب از                  نشان می   بنچاف -های اشتراس   فیلم
ها   ای از رأس    های کم و بیش پیچیده      ما شکل . فضای سه بعدی ما تحت یک یا چند زاویه عبور کند          

کنـیم یـک چیـز        چه ما به کمک یک فرمول ریاضـی تصـور مـی             توصیف آن . ها خواهیم دید    و یال 
 در حال حرکت، یک چیز کـاملاً متفـاوت بـا آن      است و دیدن تصویری از آن و حتی بهتر دیدنش         

هـا و لـذت بصـری      اشتراس را دیدم تحـت تـأثیر موفقیـت بـزرگ آن            -وقتی که فیلم بنچاف   . است
اما کمی احساس ناامیدی به من دست داد، زیرا من هیچ احساس            . حاصل از تماشای آن قرار گرفتم     

 .شهودی از ابرمکعب به دست نیاوردم
ز محاسبه دانشگاه براون، اشتراس چگونگی عمل با سیستم گرافیکی        چند روز بعد در مرک    

کـاربر، پشـت دسـتگاه کنتـرل در جلـوی           . که تولید چنین فیلمی را ممکن ساخت به مـن نشـان داد            
سه کلید به او اجازۀ چرخش یک شکل چهار بعدی روی هـر زوج          . نشیند  صفحه یک تلویزیون می   

د و به ایـن ترتیـب وی روی صـفحه، اشـکال سـه بعـدی                 ده  از محورها در فضای چهار بعدی را می       
 .بیند مختلفی را که حاصل تلاقی شکل چهار بعدی با فضای سه بعدی است می

کند که این برش سه بعدی را بـه دلخـواه بـه               کنترل دستی دیگری این امکان را فراهم می       
کنیم، جلـوۀ حاصـل     دهد که تصویر را منبسط یا منقبض          دکمۀ دیگری اجازه می   . اطراف بچرخانیم 

) در واقع به تـوی    (شود یا به سوی       کند در حال پرواز، از تصویر دور می         این است که بیننده فکر می     
هـای پـرواز در       در فیلم جنگ ستارگان بعضی از جلوه      (کند    تصویر روی صفحه نمایش حرکت می     

کـز کـامپیوتر،    در مر ). هـای کـامپیوتری خلـق شـده اسـت           ای به همین شیوه بـا گرافیـک         نبرد ستاره 
توانند برای به دست آوردن تصاویر سه بعدی گوناگون از           ها می   اشتراس نشان داد چطور این کنترل     

 .ابرمکعب به کار روند
او سـپس  . کـردم دریـابم     چه را نگاه مـی      من تماشا کردم و تمام سعی خودم را کردم تا آن          

 کـردم ابرمکعـب را بچرخـانم،    سـعی . بلند شد و پیشنهاد کرد روی صندلی، جلوی دسـتگاه بنشـینم    
وقتـی یـاد    ! را احسـاس کـنم      ناگهان توانستم آن  . را دور یا نزدیک کنم یا به طرق دیگر بچرخانم           آن

چـه    گرفتم چگونه با آن کار کنم ابرمکعب، تحت احساس قدرت در نوک انگشتانم برای تغییر آن               
تـرل فعـال در میـز فرمـان         کن. دیدم و بازگشت به حالت قبل، به وجودی حس شدنی تبدیل شـد              می

کامپیوتر اتحادی از حرکات جسمی و تفکر بصری به وجـود آورد کـه در نتیجـه، ابرمکعـب را تـا                      
 .سطح درک شهودی پیش راند
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توانیم کار را فقط با درک مجرد یا جبری آغاز کنـیم کـه بـرای طراحـی      در این مثال، می   
برمکعـب انـواع تجـارب شـامل کنتـرل          کـه بـرای ا      سیسـتمی . رود  یک سیستم کامپیوتری به کار می     

گـذارد و شـهود سـه بعـدی      های سه بعدی واقعی را به اجرا می       کردن، حرکت دادن و دیدن مکعب     
بنابراین شهود چهار بعدی بـرای کسـانی کـه خواهـان یـا محتـاج بـه آننـد قابـل                 . دهد  را به ما می     آن

 .دسترس است
به . دهد  ورد شهود ریاضی نوید می    وجود این امکان امیدهای جدیدی را برای تحقیق در م         
 بـرای مطالعـه تکـوین شـهود         پیـاژه جای کار با اطفال، تشریح نژادها یا مواد تاریخی که در مکتـب              

توانیم با بزرگسالان کار کنیم، خواه آنان که تربیت ریاضی      هندسه مقدماتی باید صورت پذیرد، می     
های روانشناختی، تکامـل       و تلاش کنیم با آزمون     اند،  اند خواه آنان که به طور طبیعی رشد یافته          یافته

شهود چهار بعدی را، احتمالاً بـا جداسـازی نقشـی کـه بـا شـهود صـرف و کـارکردن فعـال بـازی                          
 .شود، مستند سازیم می

رود و بهانۀ کمتری بـرای کـاربرد           از شهود ریاضی بالا می     ما کای در   تحت چنین مطالعه  
 .وضیح چیزهای سری یا مشکوک وجود خواهد داشتشهود به صورت یک اصطلاح مبهم برای ت

ماند که آیا واقعاً اختلافی اساسی بین بعد  شناسی، انسان در می با توقف در موضوع معرفت
توانیم مفهوم شهود را گسترش دهیم تا با شئ تصوری چهـار              می. چهار و بعد سه وجود دارد یا خیر       

تر از اشـیا واقعـی       رسد که خیلی موهومی     ه نظر نمی  وقتی این کار انجام شد، ب     . بعدی ما جور در آید    
ها همه اشیا ایده آلی هستند که مـا قـادریم             این. های فضایی باشد    های مسطح و رویه     همچون منحنی 

 .هم به طور شهودی و هم به طور منطقی در اختیار بگیریم



 
 

 فصل شانزدهم
 
 
 

 مدرن پستنظری به ریاضیات 
 
 
 
 

های فکـری اسـت کـه امـروزه هنـر، سیاسـت،               رکت علیه بنیان  یک ح ) پمُُ(یسم  مدرن  پست
) با زبـان مدرنیسـتی    (این مقاله   . آوری و فرهنگ را تحت تأثیر خود قرار داده است           اقتصاد، علم، فن  

و پیامـدهای آموزشـی آن      ) بـا تکیـه بـر ریاضـیات       (به توصیف دیـدگاه فلسـفی پـم راجـع بـه علـم               
 .پردازد می

 
 یسممدرن پست

ای تکـوین نیافتـه اسـت و هـیچ خـط              برای هیچ چیز از قبل تعیین شده      ) پم(یسم  مدرن  پست
پـم  . های بشـری ظـاهر شـده اسـت           با این حال، در همۀ فعالیت      .مشی مشخص و تغییرناپذیری ندارد    

 .جنبشی علیه خردباوری است و به همین دلیل تبیین آن امری غامض است
لگوهـای سـنتی، معمـاری مـدرن را نفـی      پم در ابتدا حرکتی در معماری بود و با تقلید از ا   

ها با نمادها و علائم فاقد معنا، با تأکید روی اشکال ناقص، و با استفاده      یستمدرن  پستدر هنر،   . کرد
 از  مـدرن   پسـت هـای     دان  موسیقی. های ناهمگن به توصیف جهان پرداختند       ها، مواد و روش     از رنگ 

های خود را بـا چیزهـایی      داستان مدرن  پستن  همچنین نویسندگا . ملودی و هارمونی اجتناب کردند    
 .غیر از پدیدارها، با راویان متعدد و به صورت ناتمام ارایه کردند
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با این حال از    . که پم توسط چه کسی یا از چه زمانی شروع شده است نامشخص است               این
 و ن بودریـار ژا، ژان فرانسـوا لیوتـار  ، ژاک دریـدا ، میشـل فوکـو  توان از  متفکران معاصر پیرو پم می    

 . نام بردفلکس گتاری
یسم نقد مدرنیسم و یا عکس العملـی نسـبت بـه    مدرن پستها،   یستمدرن  پست به زعم اکثر    

 .آن است
جا مدرنیسم اشاره به دوره تاریخی بین قرن هفدهم و اوایل قرن بیسـتم دارد کـه از                    در این 

 :ورزد دیدگاه فلسفۀ علم بر موارد ذیل تأکید می
 و فراسـوی چـارچوب        چیزی قائم به ذات، مستقل از ادراک آدمی        .)غایی(واقعیت  ) الف

مشعر به  ) موسوم به نمود  (زمان و مکان، موسوم به واقعیت، وجود دارد که تجربیات و مشاهدات ما              
شـود    خوانـده مـی     ای خاص که روش علمـی         به علاوه انسان با به کار بردن علم و به شیوه          . آن است 

منـد   یـک مطالعـه نظـام    منظـور از روش علمـی   . نمود و واقعیت را کـاهش دهـد   تواند فاصلۀ بین      می
شده و با دید انتقادی از پدیدارها است که در آن بعـد از طـرح                  طبیعت، یک بررسی تجربی، کنترل    

هایی با عنوان     مسأله، در مورد وجود چیزی یا رابطۀ بین چند چیز، به کمک مشاهده و تفکر، حدس               
 .پذیرد هایی صورت می بینی شود و پیش  سپس نتایجی آزمودنی از آن اخذ میشود و فرضیه زده می

تأییـدات نـوعی جـواز      . کنـد   ها را تأیید یا ابطـال مـی         اینک تجربه، مشاهده یا آزمایش آن     
) بـه زعـم اسـتقراگرایان کلاسـیک       (را به نظریه      دهد و آن    موقت برای استفاده از فرضیه به دست می       

 .سازد هموار می) گرایان به زعم ابطال(ا راه را برای حدس بهتر دیگری ه کند و ابطال تبدیل می
معرفـی  ) یـا حقیقـت  (چه توسط علم به عنوان یک حکم درسـت        آن ).مطلق(حقیقت  ) ب

ها را برای تسلط بر طبیعت و کنترل امور به کار             تواند آن   طرفانه است و انسان می      شود عینی و بی     می
 .برد

بتنی بر عقل اسـت و قاضـی بـرای آن چیـزی اسـت کـه حقیقـت            استدلال، م  .عقلانیت) ج
 . زیباستیادارد، خوب است 

  و بـین دال و مـدلول    انـد  عینـی ءبه اشـیا مشعر ها    واژه.  زبان واضح است   .شفافیت زبان ) د
 .ارتباطی مستحکم وجود دارد
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یـت  علم به دنبال یافتن نظم است و این کار را بـه کمـک عقلان  .  جهان منظم است .نظم) ه
گیـری، و نیـز       گر، ضعف ابزارهای مشاهده و اندازه       نظمی محصول خطای مشاهده     بی. دهد  انجام می 

 .فرضیۀ نامناسب است
 :شود اما پم با چندین مؤلفه نشان داده می

بخـش کـه واقعیـت وجـود دارد و             پم این ایدۀ مدرنیستی و آرامش      .طرد واقعیت غایی   .1
به پم، واقعیـت ماننـد موسـیقی، خرافـه و شـعر یـک سـاختار                 بنا  . کند  قابل شناخت است را طرد می     

توانـد مـورد نقـد     کند و مـی  ای دیگر تغییر می ای به جامعه    فرهنگی دارد که با زمان و گذر از جامعه        
هـای    هـا و سـنت      داوری  ها، علایق، پـیش     قرار گیرد؛ انسان واقعیت را برای خودش و برمبنای احتیاج         

 .سازد اش می فرهنگی
؛ به عبارت )واقعیت عینی(شونده  وجود دارد، بدون دلالت ) واژه(کننده    ط دلالت در پم فق  

ایـن  . هـا مشـعر بـه آن باشـند وجـود نـدارد       دیگر و بنا به نظر ژان بودریار، هیچ چیز اصیلی کـه واژه  
های فشـرده یـا نوارهـای کاسـت           چون لوح   هم. شود  واقعیت ساخت انسان، مشابه یا کپی خوانده می       

. ها دارای ارزش یکسـان هسـتند   به علاوه همۀ آن .  هیچ نسخۀ اصلی از آن وجود ندارد       موسیقی، که 
هـای  کـامپیوتری       چه در بـازی     مانند آن (نمونۀ دیگر، واقعیت مجازی است که از طریق شبیه سازی           

 اسـت کـه     مـدرن   پسـت افزار    ای از یک نرم     چنین فتوشاپ، نمونه    هم. شود  خلق می ) شود  مشاهده می 
صاویری مختلف خلق نماید به طوری کـه تمیـز واقعیـت و مجـاز، بـه معنـای کلاسـیک،                     تواند ت   می

 .ناممکن گردد
گوید هیچ طبیعت ذاتی در ورای اشیا وجود ندارد که بتواند              پم می  .نفی حقیقت مطلق  . 2

به زعـم میشـل فوکـو هـر ادعـایی بـه نـام حـق در نژادپرسـتی،                    . به صورت حقیقت مطلق ارائه شود     
اش حفظ ساختار قدرت است و لذا باید نسـبت بـه آن    طلبی ریشه دارد و فایده یا جاهگرایی    جنسیت

 .تردید روا داشت
هـا معتقدنـد کـه دانـش و قـدرت       یسـت مدرن پسـت شود؛ یعنـی   دانش نیز چنین پنداشته می    

 که تمام دانش به دست آمـده بایـد          شت دا تأکیدتوانند از یکدیگر منفک شوند؛ به ویژه لیوتار           نمی
 . شک قرار گیردمورد

هـای    هـای سـنتی، باورهـا، نظـم          ساختارشکنی یعنی شکستن مرزها، قالب     .ساختارشکنی. 3
 و قـوانین؛ و یـا تجزیـه یـک مـتن بـرای دریافـت معـانی چندگانـۀ آن، کشـف تضـادها و                   ،موروثی
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ر ساختارشـکنی ب ـ  . ها؛ و سرانجام فرار از هر نوع تعریف و اصل           های ناشناخته و بازنگری نظام      حوزه
که دریـدا     ، زیرا چنان  داردتوان همه چیز را به یک بار و برای همیشه تعریف کرد تأکید                که نمی   این

 فرهنگـی   -ای پیچیده از روابط مبهم میان گوینده، شنونده و بسـتر تـاریخی              شود مجموعه   متذکر می 
 .ردب شود، وجود دارد که تسلط کامل بر معنا را از بین می ادادن در آن انجام مینکه مع

 تضـاد و    ،هـای بزرگـی ماننـد تنـازع         پم با طرد نظم مدرنیستی، روایـات کبیـر را کـه ایـده             
هـایی ماننـد داروینیسـم و فرویدیسـم هسـتند و بـرای معنـادادن بـه زنـدگی و                        و داستان  ،ناخودآگاه

هـا و     ثبـاتی   هـا را نقـابی بـر بـی          کنـد؛ چـرا کـه آن        رونـد طـرد مـی       دادن به عالم معنا به کـار مـی          نظم
در عوض پم استفاده از روایـات صـغیر را کـه            . ای وجود دارد    داند که در هر جامعه      هایی می   اقضتن

هایی موضعی، شخصی و موقتی هستند و ضمناً نیازی بـه ارائـه دلیـل بـرای درسـتی        مفاهیم و داستان  
 .کند ها به کسی وجود ندارد، پیشنهاد می آن

گویند نباید تظاهر کنیم که علـم، هنـر    یها م معنا است آن   ها جهان بی    یستمدرن  پستبرای  
پـم دنیـا را بـه مثابـه یـک پیـاز             . تواند معنایی به آن ببخشد، بلکه باید با نامعقول سرگرم شد            می... و  
 .رسیم های آن را یکایک بشکافیم ، در انتها به هیچ می بیند که وقتی تمام لایه می

 
 مدرن پستعلم 

که بنابه آن چگونگی دیـدن      (چون نظریۀ نسبیت      مهای متعددی ه     با نظریه  مدرن  پستعلم  
کـه جهـان را   (، نظریـۀ کوانتـوم   )شـود وابسـته اسـت    جا این عمل انجام می ای که از آن   عالم به نقطه  

نظمـی بـه      که به مطالعۀ رابطه متغیر بین نظم و بـی         (و نظریۀ آشوب    ) کند   امور متضاد فرض می    شامل
های    بیشتر بر دستگاه   مدرن  پستریاضیات  . وانی دارد خ  هم) پردازد  های غیرخطی می    کمک دستگاه 

ها نیز بـه مطالعـه بهتـر          کند و رایانه    می  غیرخطی به عنوان یک شاخۀ جدید در ریاضیات تجربی نگاه         
 .نمایند ها کمک می این دستگاه

در عـوض انسـان بـا علـم         . پم به دنبال یک توضیح نهایی بـرای جهـان پیچیـدۀ مـا نیسـت               
در . هـای روشـن و مـوقتی بـه دنبـال حـل مشـکلات خـود اسـت                  ق ارائۀ فرضیه   و از طری   مدرن  پست

) بـدیهی (هـای آن حقـایقی آشـکار          فـرض   مدرنیسم، علم، عینی و خردمĤبانه است و به علاوه پـیش          
اند و فقط بـرای گروهـی          ذهنی فرض شده   ،های علوم   شوند، در حالی که در پم تمام بنیان         فرض می 

چنـین ایـن اعتقـاد     هـم . کننـد  ای دیگـر تفـاوت مـی    جامعه به جامعهاز مردم درست هستند و از یک       
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های بـه     به معنای مجموعه باورها و روش     (یم  اوجود دارد که چون کلمات به کار رفته در یک پاراد          
یم دیگـری ترجمـه     اتواند به زبـان پـاراد       نمی) کاررفته توسط دانشمندان در یک جامعه و یک زمان        

هـا غیـر قابـل قیـاس      یمااین پاراد) یک کلاسیک و مکانیک کوانتومیمانند واژۀ جرم در مکان (شود  
تـر از بقیـه توصـیف         تـر یـا صـحیح       ها واقعیت را دقیق     توانیم بگوییم که یکی از آن       هستند و لذا نمی   

 .کند می
نگـرد کـه تخیـل در آن نقشـی       گفته است به علم به مثابـه جـادو مـی        فایرآبندپم چنان که    

گـذارد و قـوانین را بـه مثابـۀ      های علمی و افسانه نمـی   یچ فرقی بین فرضیه   پم ه . کند  اساسی بازی می  
نگرد، چرا که معتقد است در ورای اشیاء هیچ واقعیت نهانی که سرشـت اشـیاء                  باورهای خرافی می  

بنابراین مریضـی بـه دلیـل ویـروس و          . را تشکیل دهد و مستقل از فاعل شناسایی باشد، وجود ندارد          
شاید گفته شـود کـه بـاکتری کـاملاً     (ح خبیثه هر دو به یک اندازه معتبر هستند     مریضی به دلیل اروا   

توانـد    قابل رؤیت است؛ ولی باید توجه نمود که یک طبیب سنتی چینـی نیـز معتقـد اسـت کـه مـی                      
 ).ارواح خبیثه را ببیند

. شـود   گوید که علم کشف شدنی نیست، بلکه توسط انسان سـاخته و پرداختـه مـی                 پم می 
های تولید، توزیع و کاربرد دانـش را در جامعـه     به بعد که شیوه1960ای از  های رایانه وریفناظهور  

 تمایزهـای   مـدرن   پسـت علـم   . هـای پـم سـازگارتر اسـت         دچار دگرگونی نمـوده اسـت بـا ویژگـی         
متافیزیکی بین علت و اثر، بین عین و ذهن، بین عقلانیـت و دیـوانگی، و بـین قطعیـت و احتمـال را                        

کند کـه بـر    نظمی در هر دستگاهی است و ادعا می پم قائل به خلطی از نظم و بی     .  است ویران کرده 
 .نظمی دشمن حقیقت نیست های مدرنیستی، نظم پایۀ دانش و بی خلاف آموزه

بـرای  . هـای آن نسـبی اسـت        از دیدگاه پم، علم یک فرآوردۀ اجتماعی بوده و تمام نظریه          
در واقع این هندسه همچـون  . سی بیانگر خواص فضا استتوان گفت که فقط هندسۀ اقلید   مثال نمی 
های نااقلیدسی، یک دستگاه قیاسیِ مبتنی بر اصول انتخابی است و هیچ مبنایی برای درسـتی                  هندسه

 ،هر دو هندسه به یک نسبت درسـت هسـتند و نـوع کـاربرد           . یا بدیهی بودن این اصول وجود ندارد      
 .کنندۀ نظریۀ مطلوب است تعیین

های اجتماعی اسـت کـه    کند؛ اما منطق حاصل تعامل     ید علم از منطق استفاده می     گو  پم می 
اسـتدلال منطقـی آن     . انـد   زیستی در جامعـه بـه وجـود آورده          ها برای ایجاد توافق، تفاهم و هم        انسان
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اما آیا این کار با ارعـاب و     (ها را مطیع گرداند       است که دیگران را به قبول حکمی متقاعدکند و آن         
 )نیز انجام شدنی نیست؟تطمیع 

اما پم منکر هر تعبیری از پیشرفت       . در مدرنیسم روش علمی موجد پیشرفت و کمال است        
 مدرن  پستیک دانشمند   . توان از تغییر و حرکت صحبت کرد ولی پیشرفت معنایی ندارد            می. است
 .درست باشد) یا ممکن است(تواند  مند به آن چیزی است که می علاقه

 
 مدرن پسترایی و ریاضیات مکتب انسان گ

گراینـد؛ بـه      گرایی، مطلق   گرایی و صورت    بعضی از مکاتب فلسفی ریاضی، از جمله منطق       
 . لایتغیر هستند واین معنا که معتقدند واقعیت و حقایق ریاضی، کامل

پـذیر و     ها مکاتب پویایی وجـود دارنـد کـه ریاضـیات را خطاپـذیر، اصـلاح                 در مقابل این  
. دانند و به ویژه حقایق ریاضی را مطلق و حتمی نمی پندارنـد              فعالیت بشری می  بخشی از فرهنگ و     

 .گرایی است یکی از این مکاتب انسان
کـه   دانـد و، چنـان      فرهنگی مـی   - تاریخی -گرایی، ریاضیات را یک پدیدۀ اجتماعی       انسان

گیـرد    شکل می تجربی که بر اساس احتیاجات علوم و زندگی           را یک علم شبه      عقیده دارد، آن   پاتنام
های ریاضی روی مفروضاتی بنا       متذکر شده است برهان   لاکاتوش  که    به علاوه چنان  . نماید  تلقی می 

گرا   لذا قطعیت ریاضی به مفهوم مکاتب مطلق.اند های خطاپذیر وضع شده شوند که توسط انسان     می
 .گردد نفی می

های   اند و برهان    رگون کرده های ریاضی را دگ     های کشف و اثبات ایده      ها راه   امروزه رایانه 
در علـم مـدرن،   . انـد  ای و احتمالات جای خود را در ریاضـیات بـاز کـرده             مبتنی بر محاسبات رایانه   

در . ای یا درست و یـا غلـط اسـت    ها هر گزاره روند که بر طبق آن      قوانین منطق ارسطویی به کار می     
هـای    ی الگوهـایی بـرای سیسـتم      های غیرخطی و طراح ـ     یک جهان پیچیده و به منظور کنترل سیستم       

 عددی بین صـفر و یـک     ،شود که در آن ارزش درستی یک گزاره         مبهم، از منطق فازی استفاده می     
 .فقط یکی از دو عدد صفر و یک) همچون منطق کلاسیک(است و نه لزوماً 

 
 
 



 107                                                                                     مدرن تپسنظری به ریاضیات 

 مدرن پستپیامدهای آموزشی دیدگاه 
 اسـت، بـر آمـوزش حقـوق          بیـان کـرده    رورتـی کـه      در دبستان، چنان   مدرن  پستآموزش  

هـای مختلـف      شهروندی به کودکان و چگونه زیستن تأکید دارد و در مراحل بالاتر به ارائه دیدگاه              
پـردازد؛ بـدون      ی مـی  ا  هرایان ـراجع به یک موضوع، به ویژه با به کار بردن اینترنت و نـرم افزارهـای                 

 .ر معلم تبعیت کنندهای مورد نظ آموختگان بخواهد از یکی از دیدگاه که از دانش این
 کاربردی است، یعنی ما علم را نه برای دانستن حقایق قطعی و قوانین عام               مدرن  پستعلم  

 .یریمگ یم بلکه برای به کار بردن آن فرا
هـای درس     کـلاس . طور فکر کنند  ه  گیرند چ   آموزان یاد می     مدرسه جایی است که دانش    

هـای دیگـران    گیرند بـه عقایـد و ارزش         یاد می  آموزان  جا دانش   در آن . محلی برای بحث آزاد است    
آموزش نیز یک طرفه نیست بـه ایـن معنـی کـه معلـم و شـاگرد از یکـدیگر درس              . احترام بگذارند 

 .گیرند می
هـای زیـر تأکیـد        یسم بر تـدریس مـواد و روش       مدرن  پستبه علاوه در آموزش ریاضیات،      

هـا، نظریـۀ آشـوب، حـل          ای، فراکتـال    ایانـه های اقلیدسی و نااقلیدسی، نرم افزارهـای ر         هندسه: دارد
هـای    هـای صـوری، دسـتگاه       جـای روش    مسأله، نظریۀ فاجعه، تکیـه بـر توضـیحات و مشـاهدات بـه             

های بوربارکی، شـانس، احتمـال، شـهود بـه جـای       غیرخطی، منطق فازی، نظریۀ رسته به جای روش  
 ....تجرید و 

 و سرانجام، 
رۀ زندگی ما و بخشی از آن است که نه تنهـا قابـل              رسد این نوع ریاضیات در با       به نظر می  

 .را یادبگیرد و دوست بدارد تواند آن دسترس است بلکه هرکس می
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 افلاطونریاضیات از دیدگاه 
 
 
 
 

 مفهوم دنیای مثُُل
 سال قبل از میلاد در یک خـانوادۀ سرشـناس آتنـی             427، فیلسوف قدیمی یونان،     افلاطون

در ایام جوانی شور سیاست در سرداشت؛ اما به زودی بـه واسـطۀ برخـورد بـا                  .  گشود دیده به جهان  
  قبل   384 آکادمی خود را در      افلاطون.  را به قتل رساند سرخورده شد      سقراطحکومتی که استادش    

تحت رهبری و هـدایت او ایـن مؤسسـۀ آتنـی بـه مرکـزی بـرای پـژوهش در                     . از میلاد بنیاد گذارد   
ها   در این پژوهش افلاطونسهم  . یاست مبدل شد  ریاضیات، علوم و س   

ارائۀ گفتگوها و محاوراتی بود که به تمام قلمرو دانش بشری مربوط            
 . قبل از میلاد دارفانی را وداع گفت347وی حدود سال . شد می

 معتقد به عقل فطری بود که فـرد بـا سـود جسـتن از           سقراط
توانسـت بـه     بی بـه درون خویشـتن مـی       هیـا آن و به کمک عقـل بـا را        

 معتقـد بـود کـه    افلاطـون امـا  . ببـرد  واقعیت مکنون در محسوسات پی    
واقعیت باید چیزی در یک جهان ایده آلی باشد، نـه لزومـاً در خـود                 

ها یا نمودها، به جوهره       اشیاء؛ و به همین خاطر به زعم وی فلسفه از تلاش برای ارتقاء از علم پدیده               
 .ها تشکیل شده است یا واقعیت

افلاطون
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اول جهان محسوسات که چـون بـا        . کرد  ، جهان را به دو قسمت متمایز تقسیم می        نافلاطو
آینـد و   شود، جزیی و تقریبی است؛ جهـانی کـه در آن همـه چیـز مـی         حواس ناقص ما شناسایی می    

دوم جهـانی قابـل فهـم و معقـول کـه عـالم مثـال نامیـده         . روند، اما هیچ وقت واقعاً وجود ندارند    می
 مثال یا صـورت، واقعیـت غـایی غیـر قابـل تغییـر، مسـتقل از ذهـن و کـاملاً                       طونافلابرای  . شود  می

بـه عـلاوه هـر چیـزی در         . شد که فقط قابل درک با عقل است نه بـا قـوای حسـی                مجردی تلقی می  
. اسـت ) مثـال (ای ناقص و انعکاس یا تقریبی از یک حقیقـت اصـلی          دنیای قابل مشاهده، فقط نسخه    

گیرنـد و مـا       مـی » اسـب «ها موجودیت خـود را از         توان یافت، مثلاً اسب      می های زیادی از مثُلُ     نمونه
 .موجود هستند»  اسب«ها در صورت  کنیم، زیرا آن ها تلقی می ها را به عنوان اسب آن

کـه متولـد شـویم ارواح مـا در عـالم مثـال                ، معتقد بود قبل از آن     سقراط، متاثر از    افلاطون
چه را کـه روحمـان        شوند و ما آن     مراه با مفاهیم مثُلُ متولد می     کنند و سپس این ارواح ه       زندگی می 

بـه  . آوریم؛ و این تعلیمـات و اصـول نـوعی یـادآوری اسـت               در دنیای مثُلُ آموخته است، به یاد می       
 را در   فیثـاغورس هـای     وی آمـوزه  .  به عنوان یکی از اولین عقلیون شـناخته شـد          افلاطونهمین دلیل   

. ها قرار گرفت و به ریاضیات فیثاغورسی تمایل پیـدا کـرد    قاً تحت تاثیر آن   ایتالیا مطالعه نمود و عمی    
  رسـاله  را برحسب هـارمونی عـددی در      ) صورت(که مثال     مند شد چنان    ویژه به نظریۀ اعداد علاقه      به

هـا بـه جـای اعـداد          وی آموزش داد که هر چیزی در جهـان فیزیکـی از مثلـث             . تیمائوس تعبیر کرد  
 .ساخته شده است) غورسیان عقیده داشتندچه فیثا برخلاف آن(

بــاره کــه   کشــف مهمــی در ریاضــیات نداشــته اســت، گرچــه اعتقــاد او درایــن افلاطــون
 در گسـترش فلسـفۀ   افلاطونهمچنین سهم  . باشد  مهم می » ریاضیات بهترین تمرین برای ذهن است     «

 مطلب است که اشـیاء       بیان این  -شناختی است   گرایی هستی    هر چند بیشتر مربوط به واقع      -ریاضیات
 .ریاضی مستقل از ذهن بشر موجودیت دارند

اسـت و همچنـین یـک صـفحۀ گـرد      » 2« سیب، تخمینی از مثـال   2افلاطون معتقد بود که     
ارتباط بین ریاضیات محض و کـاربردی، همچـون ارتبـاط بـین             . است» گرد بودن «تصوری از مثال    

بعـلاوه تمـامی    . تباط بین مثُلُ و نمودها اسـت      مانند ار »   سیب 4شود     سیب می  2 سیب و    2« و   2+2=4
باشند زیرا به موجـودات ثابـت و روابـط تغییرناپـذیر               لزوماً درست می   2+2=4قضایای ریاضی مانند    

 . باشند شوند مستقل می کنند و از انسان و زبانی که این قضایا با آن بیان می ها را بیان می بین آن
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 بین دنیای ظواهر و دنیای مثل قائـل شـده           افلاطونه  ، تمایزی را ک   افلاطون، شاگرد   ارسطو
ای از چیـزی اسـت کـه          آموزۀ او این بود که مثال اسب در حقیقـت عبـارت خلاصـه             . بود، رد نمود  

وی همچنین ادعـا کـرد      . گیرد  می» اسب ها «سازد و این مثال، حقیقت معنایی خود را از            اسب را می  
 با معنا از یک شی مادی از قبیل یک تکـه آجـر              که یک شی ریاضی مانند یک مربع هندسی، جنبۀ        

ربطـی همچـون مـواد سـازندۀ آجـر            های بی   تواند فقط با نادیده گرفتن جنبه       مربع شکل است که می    
  .درک گردد
 

 هندسه، کلید فهم جهان برای افلاطون
 در رسـالۀ تیمـائوس   افلاطـون ممکن است سؤال شود که جهان از چه ساخته شده اسـت؟             

را عناصر سازندۀ عالم ذکر کـرد و        » خاک، باد، آتش و آب    «وی  . الم را شرح داد   چگونگی خلق ع  
به زعـم  . اند را به دست داد ها درست شده   همچنین ذراتی که هر یک از این عناصر چهارگانه از آن          

موسـوم  (هرم، مکعب، هشت وجهی و بیست وجهـی         : باشند  او ذرات، اجسام هندسی منتظم زیر می      
الزاویـۀ    وجوه این اجسام به ترتیب فقط از دو نوع مثلـث قـائم            ). ار گانۀ افلاطونی  به اولین اجسام چه   

). هـای مختلـف بودنـد        کـه از انـواع و انـدازه        دموکریتهای    بر خلاف اتم  ( اند    مختلف ساخته شده  
الساقین است که از بریدن یک مربع در راستای قطر آن بـه   الزاویۀ متساوی مثلث نوع اول، مثلث قائم  

هـای    الاضلاع است که از نصف کـردن مثلـث          الزاویۀ مختلف   مثلث نوع دوم، مثلث قائم    . یددست آ 
 از این دو مثلث برای ساختن وجوه اجسام چهارگانۀ خود افلاطون. شود الاضلاع حاصل می  متساوی

الاضلاع اسـت   های متساوی  درحقیقت او اعتقاد داشت هر سطحی قابل تجزیه به مثلث         . استفاده کرد 
 . دهد  نشان میافلاطونکه اهمیت هندسه را برای ) ارت نادرستِ جالبیک عب(

 
 : از دیدگاه افلاطون 

هاسـت و در میـان    زیرا در بین عناصر، آتـش نافـذترین آن  (عنصر آتش، هرم منتظم است      
الاضـلاع سـاخته شـده     الزاویۀ مختلف  مثلث قائم8و از ) ها را دارد  اجسام منتظم، هرم تیزترین گوشه    

 .است 
الاضـلاع سـاخته شـده        الزاویـۀ مختلـف      مثلث قـائم   16عنصر هوا، هشت وجهی است و از        

 .است 
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ترین عناصـر اسـت و واژگـون کـردن            زیرا خاک صلب  (عنصر خاک، شش وجهی است      
الزاویۀ   مثلث قائم  12و از   ) تر از سایر اجسام منتظم است       مکعبی که بر قاعده قرار گرفته است مشکل       

 .ه شده است الساقین ساخت متساوی
الاضـلاع سـاخته شـده     الزاویـۀ مختلـف    مثلث قـائم 40عنصر آب، بیست وجهی است و از  

 .است 
 مـدلی بـرای کـل جهـان         افلاطـون  وجهی است کـه از دیـدگاه         12جسم افلاطونی پنجم،    

 دهد  وجهی را توضیح نمی12 در واقع جزئیات چگونگی ساخته شدن افلاطونهستی است، 



 
 

 فصل هجدهم
 
 
 

  خصلت ریاضی دارد؟»واقعیت «آیا
 
 
 
 
 نمود و واقعیت: لهأطرح مس

 یک تکه پارچه، هنگـام طلـوع آفتـاب بـا رنـگ آن در هنگـام ظهـر            ، مثلاً ئرنگ یک ش  
 است؟» واقعی«کدام یک . متفاوت است
و شاید این (کند   آن برای ما فرق می   ۀ خورشید برای مردمان زمان بطلمیوس با انداز       ۀانداز
 است؟» واقعی«کدام یک ). ردمان دو هزار سال دیگر متفاوت با ما باشداندازه برای م

یک دست را در آب سرد و دست دیگر را در آب گرم قرار داده و سپس هـر دو دسـت                      
. نماید آب به دست در آب سرد، گرم و به دست در آب گرم، سرد می. بریم را در آب ولرم فرومی

 است؟» واقعی« کدام یک 
ها   صفات اشیاء را به آن   ما  ما نیز چنین است؟ آیا     ۀآیا به دید  . نون زیباست  مج ۀلیلی به دید  

 ماند؟ ها جدا کنیم چه برجای می  اگر این صفات را از آن؟بخشیم می
کنند و دنیا     رنگ بینی مبتلایند، یعنی هیچ رنگی را درک نمی         بعضی از مردم به بیماری بی     

 داشت؟  می» وجود «داشتیم، آیا رنگی  ماری را می ما این بیۀاگر هم. بینند سفید می -را سیاه
ایـم از آن بیـرون       توانستیم هیچ چوبی را که در ظرفی از آب فرو بـرده             ها نمی  اگر ما انسان  

 شکسته است؟» واقعاً«یا » رسد به نظر می«توانستیم بفهمیم چوب در آب شکسته  آوریم، آیا می
... 
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 فلسـفه اسـت کـه       ۀن حال کنجکاوانه و زنـد     ال کهن و در عی    ؤلات فوق این س   سؤا ۀشالود
چیزی است که به تجربه      جا نمود  در این  ).نمود(آیند    که به نظر ما می    ) واقعیت(اند   آیا اشیاء آنگونه  

یـا بـود،     داریم و واقعیت  » باور« را آن» وجود« آید و   درمی) مستقیم یا غیرمستقیم  (حسی ما   ) ادراک(
مـا،  ) ثرات و تصـورات أت( فاعل شناسایی، متمایز از ادراک ، که خارج از»قائم به ذات«چیزی است  

وسائل مشاهده و فراسوی چارچوب زمان و مکان وجود دارد و بـه عـلاوه از سرشـت آن کسـی بـا                  
 . خبر نیست ودر عین حال، نمود مشعر به آن است

آیـا نمـود و واقعیـت از یکـدیگر منفـک            « به بحث پیرامون دو سؤال بنیـادی         فصلدر این   
 .پردازیم می» آیا واقعیت خصلت ریاضی دارد؟«و » د؟هستن

 
 آیا نمود و واقعیت از یکدیگر منفک هستند؟

 ۀکننـد و فقـط عـد         زندگیشان را در جهـان نمـود صـرف مـی           ، معتقد بود که مردم    سقراط
 افلاطـون . رسـند  ، یعنی فلاسفه، از این جهان گذر کرده و با به کار بردن تعقل به واقعیـت مـی                   کمی
هـا و همـه    جهـان نمـود کـه شـامل انسـان     :  داشت کـه جهـان از دو چیـز تشـکیل شـده اسـت             اعتقاد

 ـهـا یـا مُ     و فناپذیرنـد و صـورت       است کـه دائـم دسـتخوش تغییـر         یمحسوسات ل کـه تغییرناپـذیر و      ثُ
شـوند بلکـه فقـط بـا تعقـل            ها با حـواس ادراک نمـی       وی اعتقاد داشت که این صورت     . اند جاودانی

 .ها است علاوه جهان طبیعی انعکاسی از آن هیافت و بها را در توان آن می
، معتقـد بـه تمـایز نمـود و          گالیلـه  و   فرانسیس بـیکن  ،  تامس هابز ،  لاک جانای، مانند    عده
را غیر قابل تعریـف و یـا غیـر           ها به چیزی فراسوی عالم مشهود قائل نیستند یا آن          آن. واقعیت نیستند 

 .دانند فایده می رو به دنبال واقعیت رفتن را کاری عبث و بی ایندانند و از  می) یا ابطال(قابل اثبات 
 :گوید می»  بشرۀپژوهش در فاهم« در کتاب جان لاک

ها   تصوراتی که از آن  ۀ بلکه فقط به واسط    بدیهی است که ذهن انسانی اشیاء را نه مستقیماً        «
ات بـا واقعیـت اشـیاء    جا درسـت اسـت کـه ایـن تصـور      شناسد و در نتیجه شناسایی ما تا آن  دارد می 

جـا چیسـت؟ و چگونـه ذهـن، کـه چیـزی جـز تصـورات خـود را                     مطابق باشد، اما ملاک ما در این      
 »تواند بشناسد که آن تصورات مطابق عین اشیاء است یا نه؟ کند، می ادراک نمی
چه در بیرون از ماست نه گرم است و نه سرد، نه زشت است و نه زیبا،   گفت که آنهابزو 

هـای حساسـی وجـود     نبود و نسج اگر در جهان چشمی  . زی است تاریک، بیرنگ و ساکت     بلکه چی 
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نداشت رنگ و روشنی نبود و اگر ما گوش نداشتیم، صوت وجود نداشت، این قـوس و قـزح زیبـا                     
 . ماست نه در آسمانۀتنها در دید

ن گوید ما چه نیازی به فرض واقعیت فرجامین داریـم و چـرا نگـوییم واقعیـت همـا                    میاو  
لذا واقعیت امری نسبی است که نه تنها به افراد، بلکه بـه زمـان               . کنیم  است که احساس و ادراک می     

کنـد کـه فقـط        شاید بتوان گفت هر انسان در دنیای متغیری زندگی می         .  وابسته است   و زبان  و مکان 
ت هر کس جهان را از پش ـ     . خودش در مرکز آن قرار دارد و فقط برای خود وی شناخته شده است             

هـای ایـن عینـک از دنیـای خصوصـی       کند که اغلب ویژگـی  عینکی که به چشم زده است نگاه می    
به همین ترتیب وقتی فردی یـک جعبـه گـچ را کبـوتر              . شود  فرد ناشی می  ) زمینۀ نمودی یا تجربی   (

کند، یـا در سـاعتی از روز صـدای اژدهـای هفـت                بیند و حتی بال، پر و هیأت او را توصیف می            می
که واقعیت اجتماعی از ادراکـاتی تشـکیل      شنود، واقعیت برای او همین است؛ ضمن این         یسری را م  

 . عمومیت بیشتری در بین افراد برخوردار استۀشده است که از درج
ای معتقدند که نمود و واقعیت منفـک هسـتند و سرشـت اشـیاء چیـزی اسـت کـه                      اما عده 

ای قرون وسطایی، قابل دیدن نیست و به علاوه          وجود دارد، بر خلاف ظواهر و البته بر اساس آموزه         
هایی بین نمود و واقعیـت و ابزارهـایی بـرای پـژوهش هسـتند مشـعر بـه ایـن                      های نظری که پل    واژه

های نظری مانند اتم را ساختارهای مصنوعی یـا علائـم             واژه ماخالبته فردی مانند    . (اند واقعیت نهانی 
رونـد و نمایشـگر موجـوداتی واقعـی           کـار مـی    ه تجربـی ب ـ   ایه  دانست که برای تنظیم داده      زبانی می 
کمـک علـم     همـا ب ـ  . های تجربی و شعور دو انعکـاس آن هسـتند          است و داده   واقعیت پنهان .) نیستند
پـذیر و    دهیم، توصیفی خطاپـذیر، اصـلاح       هایی را بعنوان تقریبی از این جهان نادیدنی ارائه می          مدل

شـود، گرچـه کامـل، قطعـی، کلـی،            نظریـه ارائـه مـی     این توصیف که بـه صـورت        . در حال تکامل  
تـوانیم بـر مبنـای آن      تردیدناپذیر و خلاصه انعکاس صرف واقعیت نیست، ولی چیزی است که مـی            

کنیم و اساسا آیا چیزی بهتر از آن در دست داریم؟ علم سـعی    دانیم چه کار می     عمل کنیم، زیرا می   
ریـه نیـز تأییـد تجربـی یـا در           نظقاطع در انتخاب     نمود و واقعیت دارد و ملاک        ۀدر کم کردن فاصل   

  128.ها است ، ابطال پذیری آنپوپر ۀجهت مخالف، به گفت
 

                                                 
 ملاکی بـرای    کند و اساساً    ها را اثبات نمی    بخشد ولی آن    عتبار می  ا های علمی   پوپر تأیید تجربی به نظریه     ۀبه عقید  -28

 .یک شویمپذیرتر نزد های ابطال توانیم به حقیقت از طریق وضع نظریه وجود ندارد و ما فقط می صدق احکام علمی
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 واقعیت و ریاضیات
ــده ــتند کــه واقعیــت خصــلتی ریاضــی دارد و موضــوع     ع ــاد داش ای از اندیشــمندان اعتق

 :چون و چرا است ریاضیات، یافتن، توصیف و درک واقعیت به صورت قطعیتی بی
یان معتقد بودند که طبیعت از عـدد سـاخته شـده اسـت و اعـداد موجـب ایجـاد                     سفیثاغور

از روابط بـین مفـاهیم ریاضـی دنیـای      توان با آگاهی شوند و لذا می کیفیات  گوناگون در جهان می     
ترین اشکال است، پـس بایـد زمـین کـروی            گفتند چون کره کامل      می مثلاً. اطراف خود را شناخت   

 A  تحت مفروضاتEۀ  معادل: اغوری در فیزیک نوین نیز قابل مشاهده است       این استراتژی فیث  . باشد
 بـه علـت     ها در تضاد است، امـا دقیقـاً         با آن  A هایی دارد که   این معادله جواب  . به دست آمده است   

مثالی از این وضعیت، اجتنـاب      . کنیم  ها را در طبیعت جستجو می      هستند، ما آن   E های که جواب  این
ای موسـوم بـه      به معادله » منفی -انرژی« غیرفیزیکی   های ظاهراً  ور انداختن جواب   برای د  پال دیراک 

 .شد» پاد ماده«دیراک است که منجر به کشف 
کنـد، زیـرا ایـن دنیـا را            در کتاب جمهورش ریاضیات را کاربردپذیر قلمداد مـی         افلاطون

 سـیارات را نسـبت بـه        که حتی حرکـت    چنان. پنداشت  تر می   تقریبی از واقعیت ریاضی متعالی     صرفاً
وی معتقد بود خداوند همواره به کار هندسـه      . داد  تری قرار می   حرکت ریاضی محض در رتبۀ پایین     

 .مشغول است
دانست و اعتقـاد داشـت کـه طبیعـت را بایـد بـا        دان می  آفریدگار را یک ریاضی کپرنیک

ل اسـتنتاج و تبیـین از عـالم          سرشت واقعی اشیاء را ریاضی و به علاوه قاب         کپلر. ریاضیات تبیین کنیم  
 عقیده داشت که ریاضیات بهترین کلید گشودن رازهای طبیعت و معقـول        گالیله. دانست  مشهود می 

 علوم اسـت و     ۀ معتقد بود که ریاضیات بنیان هم      دکارت. علم است   زبان نمودن محسوسات و اساساً   
 عالم، خداوند را    ۀرا اجزای سازند   اعیان ریاضی    ادینگتون. دهد   تجربه به ما معرفت یقینی نمی      اساساً

دان  اما چرا باید خداوند را یک ریاضـی       . (دانست  دان و آفرینش را نوعی فعالیت ریاضی می        ریاضی
 )را آفریده است؟ فرض کنیم، آیا خداوند با ریاضیات محدود شده است یا آن

 درک بـودن   معتقد به دنیای خارجی مستقل از ذهن بود و راز ابدی جهان را قابـل               اینشتین
دانسـت و   هـای ریاضـی قابـل تصـور مـی       تـرین اندیشـه    وی طبیعت را مصـداق سـاده      . دانست  آن می 

 :گفت می
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 ریاضـی مفـاهیم و قـوانین مـرتبط کننـده را کـه کلیـد                 توان به کمک ابزارهای صـرفاً       می«
آزمایش ممکن است الهام بخـش مفـاهیم ریاضـی مناسـب            ... شناخت طبیعت است، به دست آورد     

البتـه آزمـایش همچنـان یگانـه     . توان این مفاهیم را از تجربه اسـتنتاج کـرد    طور قطع نمی   هاما ب باشد،  
بنـابراین  .  ریاضی مطلب است   ۀمعیار مفید بودن ساختارهای ریاضی خواهد بود، اما خلاقیت در جنب          

ک توانـد بـه در   کردند، فکر محض می  همان طور که قدما تصور می   ،به یک اعتبار، من عقیده دارم     
 ».واقعیت نائل شود

 :ای چنین نقش بنیادینی برای ریاضیات قایل نبودند ها عده در مقابل این
صوری ولی مأخوذ از تجربـه، یعنـی انعکـاس دنیـای بیـرون از                ریاضیات را نظامی  ارسطو  
. شـوند  جهان فیزیکی تجرید مـی     خرد از  ۀبه زعم وی اشیاء ریاضی به وسیل      . دانست  ذهن در آن، می   

کـه   تر این  این مجردات در ذهن افراد مختلف با یکدیگر متفاوت است یا یکی است؟ و مهم    اما آیا (
 به ریاضیات به عنـوان زبـانی بـرای توصـیف            نیوتن. یان را رد کرده بود    سوی دیدگاه فیثاغور  ) چرا؟

های ریاضی زیادی وجـود دارنـد کـه     گفت که دستگاه وی می. نگریست طبیعت و نه کشف آن می   
ا معـین  ر  طبیعت آنۀها استفاده کرده باشد و فقط مشاهد ند برای راه انداختن جهان از آن   توا  خدا می 

 خدا جهـان را بـر اسـاس یـک انتخـاب             نیوتنبه زعم   . کند، نه یک انتخاب ذهنی مقدم بر تجربه         می
 .آزاد درست کرده است، نه یک ضرورت ریاضی

دیگـران نشـان داد کـه     و گـاوس ، لباچفسـکی  توسـط  19های انجـام شـده در قـرن      تلاش
هـای   هندسۀ اقلیدسی ولـی بـا ویژگـی       » درستی«به همان   ) موسوم به نااقلیدسی  (هایی   توان هندسه   می

مفهـوم فضـای اقلیدسـی بـه هـیچ وجـه منشـأ تجربـی         « :گفت   می کانت. بسیار متفاوت با آن ساخت    
ورت ذاتـی همـۀ   ، یعنی فضای سـه بعـدی اقلیدسـی ص ـ   »ناپذیر فکر ماست   اجتناب ۀلازم ندارد، بلکه 

 اشتباه کرده باشـد و  کانت پرسید که آیا ممکن است   هرمان هلمهولتز اما  . ادراکات ما از اشیاء است    
 .خودش جواب داد  که بلی، دنیا را که در یک آینۀ کوژ منعکس شده است در نظر بگیرید

ی یـا  اقلیدس ـ( معلوم شد که این سؤال که کدام  هندسه  کلیفورد و   ریمانبعدها با کارهای    
 شهود نیسـت، بلکـه موضـوعی تجربـی          ۀکند دیگر موضوعی از مقول      دنیا را توصیف می   ) نااقلیدسی

ریاضـیات را    ریاضیات و جهان داشت؟ در واقع این عقیده،ۀاما این مطلب چه تأثیری بر رابط     . است
 ۀدو گون ـ های اقلیدسی و نااقلیدسی اولین مثال تاریخی واضح از           هندسه. از دنیای فیزیکی جدا کرد    

 .گر بخشی از جهان باشند توانند جلوه  متضاد یکدیگر هستند که هر یک میۀهندس
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  و صرفاً  گرایان مبنی بر این که چنین نیست اصول موضوع ریاضیات لزوماً           دیدگاه صورت 
 .داشت دور کرد)  نزد افلاطونمثلاً(که  از جهان مادی مشتق شوند، ریاضیات را از آن مقام مهمی

  بندی جهان تجربه آدمـی     ای از الگوهای متفاوت برای صورت      اضیات مجموعه در واقع ری  
 بـه   گویـد علـوم مسـتقیماً       این دیدگاه که مـی    . فراهم نمود ) اما نه جانشینی برای مشاهده و آزمایش      (

بـه یـک موجـود مشـهود        راجـع   ندارد که هر مفهوم ریاضی        لزومی و مثلاً (کنند    واقعیات اشاره نمی  
 .را تحت تأثیر خود قرار داد  علمۀتماعی نیز همانند علوم طبیعی نفوذ کرد و فلسفدر علوم اج) باشد
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 فلسفه فیثاغوریان
 
 
 
 

این فیلسوف  . مغشوش و نادقیقی در دست است     اطلاعات   اساساً فیثاغورسدربارۀ زندگی   
یای اژه چشم به جهـان       قبل از میلاد در جزیرۀ ساموس واقع در در         572دان در حدود سال       و ریاضی 
او دو یا سـه بـرادر       . پدرش تاجری به نام منسارخوس و مادرش یک یونانی به نام پتیاس بود            . گشود
 .داشت

وی .  بـود  آناکسـیمندر  و   تـالس ،  فرکیـدس و در تماس بـا      ااحتمالاً  
او بعد  . خواند   را از بر می    هومرسرود و همۀ اشعار       نواخت، شعر می    چنگ می 

هـای    النهرین نمود و تحـت تـأثیر آمـوزه           مصر و ناحیۀ بین    از سفرهایی که به   
 قبـل از مـیلاد بـه کروتونـا واقـع در             530مذاهب آن نواحی در حـدود سـال         

 در  بـودا جا همزمان با تعلیمـات        خلیج تارنتوم در جنوب ایتالیا رفت و در آن        
 در چین مذهب عـددی خـود را بـه صـورت یـک انجمـن                 کنفسیوسهند و   

اش بــه دســت  امــا بعــد از تعطیــل شــدن مدرســه.  یــک مدرســه تأســیس کــردبــرادری و در قالــب
 .29النهرین گریخت و در حدود هشتاد سالگی فوت کرد گران ایتالیای جنوبی به بین عصیان

                                                 
پس توقف کـرد تـا آن حبوبـات را، کـه بـه              .  بنا به روایتی فیثاغورس در راه فرارش، با یک مزرعه لوبیا روبرو شد             -1

 .شدند، لگد نکند و لذا به چنگ دشمنان افتاد و کشته شد خاطر جنینی بودن مقدس شمرده می

 ورسفیثاغ
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 عضو بود که عـوام را لایـق دسترسـی بـه             600انجمن برادری، یک انجمن سری با حدود        
گذشت، بـرای دیگـران روایـت         رون انجمن می  چه در د    دانست و به این دلیل آن       رازهای جهان نمی  

اعضـا بـا پـای برهنـه راه         . عضویت در آن برای مرد و زن یکسان بود و تجرد اجباری نبـود             . شد  نمی
روزی در مدرســه روزگــار را ســپری  رفتنــد و بــر مبنــای زنــدگی اشــتراکی و بــا حضــور شــبانه مــی
ی مرسوم در یونان باستان، هـرکس       دار  رغم فرهنگ برده    تقسیم کار وجود داشت و علی     . کردند  می

البته انجمن علاوه بر این اعضای داخلـی کـه ریاضـیون نامیـده              . داد  باید کارش را خودش انجام می     
کردند و فقط در طول روز  های خود زندگی می شدند دارای اعضای دیگری نیز بود که در خانه       می

خـود  . نامیدنـد   ا را سـماعیان مـی     ایـن اعض ـ  . آمدند و از خود مالکیت شخصـی داشـتند          به انجمن می  
هـا    دیـد تـا بـه آن        داد و تمرینات سختی را بـرای اعضـا تـدارک مـی               در انجمن درس می    فیثاغورس

یکی از این تمرینـات کنتـرل       . بیاموزد که به جای داشتن زندگی مادی، زندگی معنوی داشته باشند          
 :نفس بود

شـد    ها گـذارده مـی      ترین میهمانی  ها برای خود غذاهای لذیذ و متنوعی که در باشکوه           آن«
سـپس  . نفسشـان تحریـک شـود       شدند تا هوای    ها خیره می    کردند و به مدت طولانی به آن        فراهم می 

 ».کردند جا را ترک می که مزۀ چیزی را چشیده باشند، آن ها بدون این شد و آن سفره جمع می
کـرد،    ف مـی  چـه خـود کش ـ      تعلیمات انجمن شفاهی بود و هیچ عضو انجمن نسبت بـه آن           

معلوم نیست کـه چـه مقـدار از کارهـای فیثاغورسـیان             . دانش متعلق به همۀ اعضا بود     . حقی نداشت 
ها فیثاغورس یک شخصیت نیمه خدایی داشت که          برای آن .  ارائه شده است   فیثاغورستوسط خود   

 کلمۀ رمـز فیثاغورسـیان    . حرف او حجت بود   . توانست یک خرس را رام کند       با کلامی جادویی می   
 ».استاد چنین گفت«: این بود

 فیلولائوس فیثاغورسیدانیم اساساً از کتابی است که توسط  چه در مورد این انجمن می      آن
در سدۀ پنجم قبل از میلاد نگاشـته شـده اسـت، همـان کتـابی کـه افلاطـون از طریـق آن بـا فلسـفۀ                            

لاح، مـورد تنفـر مـردم       انجمن به علت تمایل به قدرت مطلقه اشراف برای اص ـ         . فیثاغورس آشنا شد  
جـا را ویـران       ای از مـردم ایتالیـای جنـوبی بـه مدرسـۀ او هجـوم آورده و آن                   قرار گرفت و لذا عـده     

بعضـی از احکـام انجمـن فیثاغورسـی         . ولی انجمن تا دو قرن دیگر به حیات خود ادامـه داد           . کردند
نه کننـد، در سـفر    ات آشـیا    به خروس سفید دست نزن، مگـذار پرسـتوها در سـقف خانـه             : چنین بود 

چه را افتاده است برندار، تاج گـل را           عبادت مکن، لوبیا مخور، در کنار چراغ به آینه نگاه نکن، آن           
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نچین، در جاده راه نرو، آتش را با آهن هم نزن و بعد از برخواستن از رختخواب اثـر بـدن خـود را                        
 .کننروی آن صاف 

حتی به جـای لبـاس      . کردند  تناع می گفته شده است که فیثاغورسیان از خوردن گوشت ام        
ها قائل به تناسخ بودند که بر اساس آن با مرگ هر حیـوان         زیرا آن . پوشیدند  پشمی، لباس کتانی می   

36216یا انسان و بعد از       توجـه  (کند     روح وی در کالبد حیوان یا انسان دیگری حلول می          ،روز =
هـا بـه قرابـت        آنبـه عـلاوه      .)یابـد    انعقاد نطفه، جنین روح مـی       روز بعد از   216گویند    نمایید که می  

.  بنابراین کشتن یـک حیـوان ممکـن بـود روحـی را نـاقص کنـد                 ،ها و چهارپایان معتقد بودند      انسان
.  در حال عبور از جایی بـود کـه سـگ مریضـی را دیـد                فیثاغورسکند که روزی       نقل می  گزونوفن
 ».، روح یک دوست استاین سگ. به او صدمه نزنید«: فریاد زد

اند که فیثاغورسیان هر اکتشـاف خـود را بـا             بر خلاف این مطلب، بعضی از مورخین گفته       
هدف نبوده و  برای فیثاغورسیان دنیا بی. گرفتند قربانی کردن یک گاو نر به درگاه خدایان جشن می

 .شده است انسان موجودی مقدس پنداشته می
های خود را کوتـاه    موها و ناخن    نیز  در موقع اعیاد    و نستنددا  ها را محترم می     ها روییدنی   آن

 .دانستند را نشانۀ خلوص اندیشه می پوشیدند زیرا آن جامۀ سفید می. کردند نمی
رسیدند،   ها وقتی به هم می      آن. ستارۀ پنج پر منتظم نشان فیثاغورسی و علامت سلامتی بود         

 .دندکر جهت آشنایی، یک ستارۀ پنج پر روی زمین رسم می
هـای طبیعـی توسـط ریاضـیات          ها اولین کسانی بودند که به فکر تبیـین پدیـده            فیثاغورسی

 به اشیاء ریاضی جنبۀ الوهیت داد و بـا رجحـان عقـل بـر حـس اولـین قـدم را در                        فیثاغورس. افتادند
فیثاغورسیان معتقـد بودنـد کـه موجـودات ریاضـی مشـعر بـه اشـیاء             . عقلانی کردن الهیات برداشت   

چـه را کـه       علاوه اعداد اساس آن     گونه که اسامی مشعر به موجودات و به         ستند درست همان  واقعی ه 
گفتند که با شناخت اشیاء ریاضی و روابـط بـین             بنابراین می . کنند  کنیم کنترل می    هر روز تجربه می   

ها برای اعداد طبیعـی اهمیـت زیـادی قائـل بودنـد و                آن. توان به شناخت عالم دست یافت       ها می   آن
رو از نظر فلسفی، حکمت فیثاغورسی که نوعی ادلۀ عقلی            از این . دانستند  را کلید فهم طبیعت می      نآ

 .برد قابل توجه است را برای تبیین امور عالم به کار می
ها را تعـین   صورت پدیده) ها و به ویژه زوجیت و فردیت آن(ایشان معتقد بودند که اعداد  

های بـین اعـداد       ز مادی یا معنوی است و امور، حاصل نسبت        بخشند و در واقع عدد، ذات هر چی         می
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 فضا بـود    4 صفحه و  3 خط،   2 نقطه، 1ها    در نزد آن  . است و خود اعداد وجودی مستقل از بشر دارند        
 .کم و کاست بود  است، عددی بی4و3،2،1 که حاصل جمع 10و 

دنیـای تهـی   ها میان خلق جهان از هیچی و شروع اعداد از صفر و سپس ظهور یک در                آن
 .دیدند و پیدایش بقیۀ اعداد نوعی ارتباط می

 عدد عقیده بود و این دو 2 نشانه آپولو برترین خدای فیثاغورسی و عدد استدلال و      1عدد  
321 اولین عدد به وجود آمده بـود زیـرا   3. شدند خالق بقیه اعداد و اقانیم نر و ماده تلقی می    =+ 

 ».سه بار خوشبختی بر تو باد«:گفتند ها هنگام دیدن یکدیگر می آن. بودو نشانۀ هماهنگی 
انگاشتند و  ها حتی خدا را عدد می آن.  بود5 و لذا عدد ازدواج،  3 و عدد زن،     2عدد مرد،   

 .تواند به خدا بپیوندد معتقد بودند که روح می
ت و  آمدنـد مظهـر عـدال       عددهای مربعی که از ضرب یک عدد در خودش به دسـت مـی             

6321اش بود، یعنی های سره  که برابر مجموع مقسوم علیه6عدد   . ، نشانۀ کمال بود++=
) الهـۀ بکـارت  (را سـمبل آتنـا    بـه ایـن دلیـل آن   . کردنـد   را عـددی نـازا تلقـی مـی     7ها    آن

 7در  کردنـد، چـرا کـه طفولیـت            را تقدیر حاکم بر زندگی بشر تلقـی مـی          7با این حال    . دانستند  می
گیـرد    سالگی صورت می21شود، ازدواج در   سالگی شروع می14شود، بلوغ از    سالگی متوقف می  

328یعنـی  ( نیز که اولین مکعب کامل بـود    8.  سالگی نیز پایان عمر است     70و   علامـت عشـق   ) =
 .بود

یگری بود نشانۀ   های سرۀ د     که هر یک برابر مجموع مقسوم علیه       284 و   220اعداد متحابه   
کـم و کاسـتی و    نشـانه بـی   (10 که حاصل جمعش با اعـداد کـوچکتر از آن برابـر           4دوستی و عدد    

صـفت  . خوردنـد   شد که بـه آن قسـم مـی          بود، عدد مقدس شناخته می    ) نگهدارندۀ یکپارچگی عالم  
زوج، : استعدد سه نوع    «: گوید   می فیلولائوس. زوج و فرد به وسیلۀ فیثاغورسیان به اعداد داده شد         

. »شود، و از هر نوع اشکال زیادی وجود دارد           فرد که از اختلاط دوتای اول حادث می        -فرد و زوج  
 فرد، حاصلضرب یک عدد زوج در یک عدد -جا معنای معمولی دارد ولی زوج   زوج و فرد در این    

توافق ها معتقد بودند که هر دو کمیت همجنس م    آن. شد   زوج محسوب نمی   2ضمناً عدد   . فرد است 
گنجد یا به اصطلاح امروزی  هستند یعنی کمیتی واحد وجود دارد که در هر دو به تعداد صحیح می           

اما با کشـف غیرمتوافـق بـودن ضـلع و قطـر یـک               . نسبت هر دو کمیت همجنس عددی گویا است       
 .مربع، این بنیان فکری فیثاغورسیان در هم ریخت
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و اعتقاد داشتند کـه عـالم از ایـن پـنج            فیثاغورسیان دوازده وجهی منتظم را کشف کردند        
هـا    آن. ایـن اعتبـار تکثرگـرا بودنـد         عنصر باد، خاک، آب، آتش و اثیر تشکیل یافته است و لـذا بـه              

 .کند سوزاندند زیرا اعتقاد داشتند که این کار عنصر آتش را آلوده می مردگان را نمی
ای موسـوم     برهانی برای قضیه  فیثاغورسیان به تدوین هندسه نیز همت گماشتند و اولین بار           

الزاویه بـا مجمـوع مربعـات دو ضـلع دیگـر برابـر                گوید مربع وتر هر مثلث قائم       به فیثاغورس که می   
هــای   کــه در حفــاری322پلیمپتــون البتــه بــر مبنــای یــک لــوح گلــی بــه نــام . اســت، ارائــه کردنــد

د که بابلیان باسـتان در حـدود      النهرین به دست آمده است، باید متذکر ش         شناسی در ناحیه بین     باستان
 . اند  قبل از میلاد از این قضیه آگاه بوده1900

، بـه ویـژه مالکیـت اشـتراکی، برابـری جنسـی و        فیثـاغورس هـای      متأثر از اندیشـه    افلاطون
تـر و     تر، مهـم    واقعی) عمل(از دنیای محسوس    ) تفکر(که دنیای معقول      انضباط زیاد در جامعه و این     

 ».برد خداوند هندسه را به کار می«: گفت او می. گرفته بودتر است قرار  شریف
، عرفانِ عددی فیثاغورس کمرنگ شد ولی دوبـاره از قـرن اول قبـل از                افلاطوناما بعد از    

، عرفـان فیثاغورسـی بـا عنـوان         نیکومـاخوس هـای     میلاد به بعد تحت تأثیر فرهنگ بـابلی و بـا ایـده            
این اندیشه بیشتر بر مبنای تعمـق و تفکـر بـود و بـه               . ذاشتنوفیثاغورسی دوباره پا به عرصۀ فلسفه گ      

بینـی انجـام شـد و بعـدها نیـز گـرایش            هایی نیز به منظـور مربـوط سـاختن آن بـه طـالع               علاوه تلاش 
 .ضدمسیحی به خود گرفت

فیثاغورسیان به کروی بودن زمین عقیده داشتند ولی دلیلی مبتنـی بـر تجربـه بـرای آن در                    
ترین شکل است و هر چیـزی چـون ریاضـی اسـت               گفتند که کره کامل     ع می در واق . دست نداشتند 
 .پس همۀ اجرام سماوی باید کروی باشند. باید کامل باشد
 خورشید و پنج سیاره دیگر       ماه، ها عقیده داشتند که زمین مرکز عالم نیست و به همراه            آن

رائه جهـانی بـا مرکزیـت       چرخد که اولین گام در جهت ا        به دور یک توده آتشی در مرکز عالم می        
ای   گفتند که زمین ضمن ایـن چـرخش در مـدارهای دایـره              می. شد  چیزی غیر از زمین محسوب می     

ها نوعی تطابق بین ایـن هشـت جـرم سـماوی و               آن(نوازد    موسیقی می ) یک شکل کامل دو بعدی    (
کش را نداریم شنویم چون ما استعداد در را نمی لیکن آن) هشت نت موجود در هر اکتاو قائل بودند

هـای     با جدیت حدود ده سال هـارمونی       کپلر. یا چون گوشمان از کودکی به آن عادت نموده است         
 .فیثاغورس را جستجو کرد ولی در نهایت به سه قانونش گردن نهاد
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104321گفتند چون     فیثاغورسیان می  لـذا  .  پس باید ده جرم در آسمان باشد       +++=
) شوند  که با چشم غیر مسلح دیده می      (ین، ماه، توده آتشی و پنج سیاره دیگر         علاوه بر خورشید، زم   

نامیدند » پاد زمین«را  یعنی مشتری، مریخ، زهره، عطارد و زحل، باید یک جرم سماوی دیگر که آن    
کنـد و لـذا مـا قـادر بـه             وجود داشته باشد، چیزی که به موازات زمین و با همان سرعت حرکت می             

 .دیدن آن نیستیم
فیثاغورسیان همچنین کشف کردند که ستارۀ صبحگاهی و ستاره شامگاهی، هـر دو یـک          

 .هستند) یعنی سیارۀ ناهید(چیز 
ها نیروهای محرک جهان را محصول تقابل اضداد دهگانه محدود و نامحـدود، فـرد و                  آن

یده، زوج، وحدت و کثرت، مربع و مستطیل، خیر و شر، نور و ظلمت، مذکر و مؤنث، راست و خم                  
دانســتند کــه تــوازنی زیبــا را داراســت،  هــا مــی  راســت و چــپ و کشــمکش آن،سـکون و حرکــت 

 .هایی که احیاناً از زرتشتیان وام گرفته شده بود اندیشه
فیثاغورسیان معتقد بودند که روح هر انسان دارای موسیقی است و لـذا وقتـی کـه روح از                 

. ش در موسیقی کیهانی و جهان معقول وارد شـود         های  تواند با هارمونی    شود می   زندان جسم آزاد می   
به علاوه موسیقی حاصل از نواختن چنگ و نیز ریاضیات بـا منـزه کـردن روح و تصـفیه بـاطن هـر                        

 .سازند انسان، او را برای رهایی روحش آماده می
یـک بـار    .  اولین کسی است که واژۀ فیلسوف را به کار بـرد           فیثاغورسرسد که     به نظر می  

 از فیثاغورس خواست تا خودش را معرفی کند         )فیلوسشاهزاده  (لئون  ورزشی،  های    زیدر خلال با  
 ».من یک فیلسوف هستم«: و فیثاغورس پاسخ داد

. لئون که قبلاً هرگز چنین چیزی را نشنیده بـود از او خواسـت تـا مطلـب را توضـیح دهـد       
یی که در آن عدۀ زیادی جمـع        ها  تواند با این بازی     شاهزاده لئون، زندگی می   «: فیثاغورس پاسخ داد  

چرا که بعضی برای خرید و فروش، بعضی برای شهرت و بعضی برای تماشا و         . اند مقایسه شود    شده
. در مورد زنـدگی نیـز چنـین چیـزی صـادق اسـت             . اند  گذرد گرد هم آمده     جا می   چه این   درک آن 

و بعضـی   ) وسـط سـطح مت  (، بعضـی دوسـتداران افتخارنـد        )سـطح پـایین   (بعضی دوستداران سـودند     
نامم چرا که گرچه هیچ کس بـه          این گروه سوم را من فیلسوف می      ). سطح عالی (دوستداران عقلند   

تواند عقلانیت را به عنوان کلیدی برای حل معماها و رموز             طور کامل عاقل نیست ولی فیلسوف می      
 .طبیعت دوست داشته باشد



 
 

 )ضمیمه(فصل بیستم 
 
 
 

 تاریخ مختصر 
 )حسابان(ل و انتگرال حساب دیفرانسی

 
 
 
 

 حسـابان را اختـراع کردنـد تـا مسـائلی چنـد را در       لایبنیتز و  نیوتنشود که     اغلب گفته می  
 همچـون   لایبنیتـز  و   نیـوتن در واقـع    . شاهدی برای این ادعـا وجـود نـدارد        . دنیای فیزیکی حل کنند   

 یعنـی روش کلـی      را حـل کننـد،    » مسـاحت «و مسـأله    » مماس«اسلاف خود کنجکاو شدند تا مسألۀ       
هـای   که حسابان به وجود آمـد، در زمینـه   برای یافتن مماس و مساحت به دست آورند؛ و پس از آن    

. های شایانی به همراه آورد      مختلف به ویژه فیزیک به کار گرفته شد و موفقیت         
کـه دو   (توابع، حد، پیوستگی، مشتق، انتگرال نامعین و قضـیۀ اساسـی حسـابان              

البتـه ایـن    . دهنـد   را تشـکیل مـی      شـالودۀ آن  ) دهـد    پیوند می  مورد اخیر را به هم    
 .اند دارد ترتیب ارتباط اندکی با نظمی که تحت آن این مفاهیم توسعه یافته

سرچشمۀ حسابان بـه دو هـزار سـال قبـل و بـه کـار یونانیـان بـر روی              
به دست  ای از یک سهمی را        ، مساحت قطعه  افناء به روش    ارشمیدس. گردد  مماس و مساحت بر می    

∫ همـان بـرآورد تقریبـی        ،آورد، کاری که بـر حسـب اصـطلاحات امـروزی مـا            
b

dxx
o

وی .  اسـت  2
 آپولونیـوس . همچنین مساحت یک بیضی و نیز حجم و مساحت سطح یک کره را بـه دسـت آورد              

ی ها  بحثی در مورد مماس   ارشمیدسهای بر بیضی، سهمی و هذلولی مطالبی نوشت و            دربارۀ مماس 

 ارشمیدس
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θρبر منحنی    هـا انتظـار انـدکی داشـتند کـه مسـألۀ            آن.  ارائه کرد  ارشمیدس موسوم به مارپیچ     =
  .بتوانند چند قرن بعد به نقطۀ مشترکی برسند» مماس«و مسألۀ » مساحت«

 بعد از میلاد به  529 در   افلاطونبا فروپاشی جهان یونانی که بسته شدن آکادمی هزار سالۀ           
دانان یونـانی شـد، در یـک محـیط             نشانه آن بود، جهان اسلام حافظ کارهای ریاضی        ژوستینت  دس

های قدیم شـرح      کردند، بر روی نوشته     های یهودی، مسلمان و مسیحی با یکدیگر کار می          آزاد طلبه 
وان به عن ـ . دادند  ای می   ها شاخ و برگ تازه      کردند و گاهی نیز به آن       ها را ترجمه می     نوشتند یا آن    می

∫ حجم بعضی اجسام را محاسبه کرد و در واقع الهازنمثال 
b

dxx
o

∫ و 3
b

dxx
o

 . را برآورد نمود4
 : سؤال زیر را مطرح کردند14مدرسیان قرن 

اگر جسمی با سرعت متغیر حرکت کند، چه مسافتی را در یک مدت معین طـی خواهـد            «
 »کرد؟

 نیـز بعـدها بـه    گالیلـه .  به حـل آن پرداختنـد  نیکول ارسمای از جمله  و در همان دوره عده   
 .مطالعۀ این مسأله همت گماشت

در . به قرن هفدهم نکشید که چندین ایده به هم درآمیخـت و حسـابان را بـه وجـود آورد       
 یـک منحنـی مفـروض را بـه          دکـارت .  هندسه تحلیلی را معرفـی کردنـد       فرما و   دکارت 1637سال  

 روشـی بـرعکس را برگزیـد تـا          فرمـا بری مورد بررسی قرار داد، در حالی کـه          های ج   کمک روش 
بـه عنـوان مثـال، فرمـا نشـان داد کـه نمـودار             . هندسۀ نهان در یک معادلۀ مفروض را کشـف نمایـد          

o=+++++ feydxcybxyax  همیشه یک بیضی، هذلولی، سهمی یا یکی از اشکال      22
nxyمســــاحت زیــــر منحنــــی کــــاوالیریدر همــــین دوره، . هاســــت تباهیــــدۀ آن  را بــــه =

9321ازای ,...,,,=n           یافـت بـه سـرعت رشـد         به روشی که طول محاسباتش وقتی نما افـزایش مـی
سپس حدس زد که الگوی به دست آمده برای نماهای بزرگتر نیـز برقـرار               . کرد، به دست آورد     می

بنـابراین حتـی محاسـبۀ    .  حدس او را تأیید کردنـد      دان  در طی بیست سال بعد، چندین ریاضی      . است
nxyمساحت زیر منحنی    ، که اینـک بـرای مـا مسـلم اسـت،       n به ازای یک عدد صحیح مثبت        =

تـوان گفـت؟      اما در مورد نماهای دیگر چه می      . شد  دانان محسوب می    یک برگ برنده برای ریاضی    
qبا این حال ممکن بود با تابعی که بـا ضـابطۀ           . د نمای دیگری مطرح نبو    1665قبل از سال    

p

xy =  ، 
pqکه yشود به عنوان تابع    تعریف می  q و   pبه ازای اعداد صحیح مثبت       xy بـرای  ( کـار شـود   =

3مثال تابع
2

xy 23 تابعی است که= xy =.( 
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شی که بیشتر به جادو شـباهت داشـت تـا ریاضـیات، مسـاحت را پیـدا                   به وسیلۀ رو   والیس
 . همین نتیجه را به کمک یک سری نامتناهی به دست آوردفرماکرد، با این حال 

 نشـان   دکـارت . مسألۀ تعیین مماس بر یک منحنی نیز تا نیمۀ اول قرن هفدهم در ابهام بود              
 pای کـه منحنـی را فقـط در            به کمک دایـره   (ا   ر pای مانند     داد چگونه قائم بر یک منحنی در نقطه       

 و  pتوان به دست آورد و بنابراین مماس، خطی است مار بـر               می) کند  قطع می 
 مماس را به روشی مشابه روش کنونی ما به دست آورد  فرما. عمود بر آن خط   

 . حداقل به کار برد-و آن را در مسائل حداکثر
برداشـته  » مساحت«و  » مماس«های    قدم بعدی در مورد ترکیب روش     

ای معـادل قضـیۀ اساسـی          در کمبـریج، نتیجـه     نیـوتن ، معلـم    بـارو در واقع   . شد
  .حسابان به دست آورد، اما آن را به شکلی سودمند بیان نکرد

 کـه در مزرعـۀ      1666 و   1665هـای      وارد کمبریج شد و در طی سـال        1661 در سال    نیوتن
وی دریافت که . ن باشد مبانی حسابان را تکامل بخشید برد تا از طاعون در اما       خانوادگیش به سر می   

گرچـه اولـین جـدول انتگـرال کـه          . یافتن مماس و محاسبه مساحت دو فرآینـد عکـس یکدیگرنـد           
 در این دوره به دست آمده است ولـی وی نیـز در آن   نیوتنهای  تدوین شد در یکی از دست نوشته    

ن کسـادی بـازار کتـاب بعـد از آتـش سـوزی              زمان نتایج کار خود را منتشر نکرد که شاید علـت آ           
در طول آن دو سال با ارزش، وی نماهای منفی و کسری را معرفی              .  بود 1665بزرگ لندن در سال     

 چنـدین بـار در      aدر واقع وی نشان داد که عملیـات گونـاگونی همچـون ضـرب یـک عـدد                   . کرد
قیقـاً مـوارد خاصـی از       های آن عـدد، د      خودش، معکوس کردنش و پیدا کردن ریشۀ بعضی از توان         

 یـا یـک کسـر       -1 یک عدد صـحیح مثبـت،        x هستند که در آن به ترتیب        xaیک تابع نمایی کلی   
  .است

او وکیـل، سیاسـتمدار و فیلسـوف    .  به طور مستقل حسابان را ابداع کرد     لایبنیتزبا این حال    
هـای     در سـال   آمـد،   بود و برای وی ریاضیات یک مشغلۀ جدی به حساب مـی           

 و  1684 حسابان خـود را طـرح کـرد و تحقیقـاتش را در سـال                 1676 تا   1673
وضــع . ، منتشــر کـرد 1711 در سـال  نیــوتن، واقعـاً قبـل از اولــین انتشـار    1686

، »حســاب انتگــرال«و » حســاب دیفرانســیل«، اصــطلاحات dy و dxنمادهــای 
 کـه بـرای نمـایش       &x.  هسـتیم  لایبنیتـز علامت انتگرال و کلمۀ تابع را مـدیون         

 اسحاق نیوتن

 ویلهلم لایبنیتز
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 بـاقی   نیـوتن شود تنها نمادی اسـت کـه از           مشتق گیری نسبت به زمان در فیزیک کنونی استفاده می         
 .مانده است

بیش از دو قرن طول کشید تا این حسابان به وضعیت فعلی خود از لحاظ دقـت و صـحت                    
ای کـه مقـداری را بـه مقـدار دیگـری              قاعـده یـا   » دستور«به تدریج به    » منحنی«مفهوم تابع از    . رسید

 منتشر شد بـر تعریفـی از        1748 که در    اویلرکتاب درسی بزرگ حسابان     . دهد، تبدیل شد    نسبت می 
  .کرد تابع که در آن ذکری از نمودار نشده بود تأکید می

بـریم   را به مفهومی که امروزه به کار مـی » تابع پیوسته«و » حد«، 1820های     در سال  کوشی
او همچنین تعریفـی از انتگـرال معـین ارائـه داد کـه بـا تغییـری                  . تعریف کرد 

 به تعریف استاندارد فعلی تبـدیل شـد و          1825 در سال    ریماناندک به وسیلۀ    
 لایبنیتـز  و   نیـوتن هـای     به این ترتیب بود که در اواسط قرن نوزدهم اکتشـاف          

 .بنیانی محکم به خود گرفتند
توانـد    که قضـیۀ بنیـادی حسـابان نمـی      نشان داد  لیوویل،  1833    در

در حقیقـت او نشـان داد       . برای تعیین انتگرال همۀ توابع مقدماتی به کـار رود         
∫هـا      کـه بـه ازای آن      kکه تنها مقادیر   −− dxkxx 22  تـابعی مقـدماتی اسـت صـفر و یـک            11

» منظـور از مسـاحت چیسـت؟      «که    مانند این . ودهای اساسی باقی مانده ب      هنوز بعضی از سؤال   . هستند
برای مثال، آیا مجموعۀ نقاط داخل یک مربع که مختصات گویا دارنـد، دارای مسـاحت اسـت یـا         (

دانـان پیشـین بـه طـور      کمیتـی کـه ریاضـی   ( تعریف دقیقی از مسـاحت  پئانو بود که 1887سال  ) نه؟
 .ارائه داد) نگریستند شهودی به آن می

 برای دستگاه اعـداد حقیقـی       ددکیندسابان با ارائۀ یک پایۀ استوار توسط        سرانجام مبانی ح  
 . مستحکم گردیدکانتور) نامتناهی(های  بر مبنای نظریۀ مجموعه

 :بنابراین تاریخ حسابان شامل سه دوره است
ای دال بـر ارتبـاط مسـاحت و ممـاس وجـود              هـا هـیچ ملاحظـه       که برای مـدت     نخست این 

ها    اواخر قرن هفدهم تا پایان قرن هجدهم، کشف ارتباط بسیار نزدیک آن            در دورۀ بعد، از   . نداشت
هـای    سرانجام به دنبال این دوره قرنی آمد که در آن بنیان          . وری از این ارتباط را شاهد هستیم        و بهره 

 .سست محکم شدند

اوگوستن کوشی
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زیرا . کار برده است    های جدید به    قرن بیستم حسابان را درک کرده و در بسیاری از حوزه          
. سابان زبانی طبیعی است که با فرآیندهای پیوسته از قبیل تغییرات همراه با زمـان سـر و کـار دارد                 ح

 .حسابان به طور قطع زنده و همچنان باقوت در حال رشد است





 
 نام اشخاص

 
 
 
 

 -Micheal Atiya 1929 آتیا، مایکل
 Wilhem Ackermann 1896-1962 آکرمن، ویلهم

 Alferd Ayer       1910-1989 آیر، آلفرد
 Al-Haytham 965-1040 ابن هیثم

 م. قEpicurus 341-270 اپیکور
 Arthur Eddingtin 1882-1944 ادینگتون،آرتور

 م. قAristotel 383-322 ارسطو
 Nicole d' Oresme 1382-1323 ارسم، نیکول
 م. قArchimedes 287-212 ارشمیدس

 Baruch Spinoza 1632-1677 اسپینوزا، باروخ
 -Ian Stewart 1945 استوارت، یان

 Albert Skolem 1887-1963 اسکولم، آلبرت
 Maurits Escher 1898-1972 اشر، مورینس

 م. قPlato 427 افلاطون
 م. قEuclid 325-265 اقلیدس

 Tomas Aquinas 1225-1274 اکویناس، توماس
 م. قEmpedocles 492-432 امپدوکس

 م. قEudoxus 408-355 انودوکسوس
 Leonhard Euler 1707-1783 اویلر،لئونهارد

 Albert Einstein 1879-1955 اینشتن، آلبرت
 Gorge Berkeley 1685-1753 بارکلی،جورج

 Isaac Barrow 1630-1677 بارو،ایزاک
 Stefan Banach 1892-1945 باناخ، استفن

 Luitzen Brouwer 1881-1966 براؤور، لوئیتزن
 Felix Bernstein 1878-1956 ن، فلیکسبرنشتای

 Leon Brunschwicg 1869-1944 برنشویک، لئون
 .م. قClaudius Ptolemy 85-165 بطلمیوس
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 Joaquín Balaguer 1906-2002 .بلاگوئر، ژ
 منطقدان قرن بیستم D.A. Bochvar .بوچفار، د
 Niels Bohr 1885-1962 بور،نیلس

 George Boole 1815-1864 بول، جورج
 Ludwig Boltzmann 1667-1733 بولتزمان، لودویگ

 Janos Bolayi 1802-1860 بویویی، بانوش
 Farkas Bolayi 1775-1856 بویویی، فورکوش

 Errertt Bishop 1983-1928 بیشاپ، ارت
 Francis Bacon 1561-1626 بیکن، فرانسیس

 Giuseppe Peano 1858-1932 پئانو، چوزپه
 .م. قParmenides 540-450 پارمیندس

 Moritz Pasch 1843-1930 پاش، موریتس
 -Hilary Putnam 1926 ، هیلاریپاتنام

 Linus Pauling 1901-1994 پاولینگ، لینس
 Emil Post 1897-1954 پست، امیل
 John Playfair 1748-1819 پلیفیر، جان

 Henri Poincare 1854-1912 پوانکاره، هانری
 Charles Peirce 1839-1914 پیرس، چالز

 .م. قPyrrhon 365-257 پیرون
 Alfred Tarski 1902-1983 تارسکی، آلفرد

 .م. قThales 624-547 تالس
 -Rene Thom 1923 تام، رنه

 William Thomson 1824-1907 تامسون، ویلیام
 Ernst Zermelo 1871-1953 تسرملو، ارنست
 Alan Turinrg 1912-1954 تورینگ، آلن
 Brook Taylor 1685-1731 تیلور، بروک
 William James 1842-1910 جیمز، ویلیام
 Alonzo Church 1903-1995 چرچ، آلنزو

 Cesare Burali-Forti 1861-1931 فورتی-چزاره، بورالی
 Omar Khayyam 1048-1131 خیام، عمر

 Richard Dedekind 1831-1916 ددکیند، ریچارد
 Rene Descartes 1596-1650 دکارت، رنه
 .م. قDemocritus 460-370 )ذیمقراطیس(دموکریت

 Jean Dieudonne 1906-1992 دیددونه، ژان
 Paul Dirac 1902-1984 دیراک، پال
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 -Philip Davis 1923 دیویس، فیلیپ
 Abraham Rabinson 1918-1974 رابینسون، آبراهام
 Ernest Ratherford 1871-1937 راترفورد، ارنست

 Bertrand Russel 1872-1970 راسل، برتراند
 Hans Reichenbach 1891-1953 رایشنباخ، هانس
 Gian-Carlo Rota 1932-1999 روتا، جیان کارلو
 Bernhard Rieman 1826-1866 ریمان، برنهارد
 م. قZeno of Elea 490-425 زنون ایلیایی

 Jean-Paul Sartre 1905-1980 سارتر، ژان پال
 Girolomo Saccheri 1667-1733 ساکری، جیرلامو
 Albert of Saxony 1316-1390 ساکسونی، آلبرت

 .م. قSocrates 469-399 سقراط
 Bernard Shaw 1856-1950 شاو، برنارد

 Arthur Schoenflies  1853-1928 شوئنفلایز، آرتور
 Nasir al-Din-Tusi 1201-1274 طوسی، خواجه نصیر

 Abraham Frankel 1891-1965 ل، آبراهامفرانک
 -Bas C.Van Frassen 1941 فرسن، باس ون
 Gottlob Frege 1848-1925 فرگه، گوتلوب
 Pier do Ferma 1601-1665 فرما، پیر دو

 John Von Neumann 1903-1957 فن نیومن، جان
 Hermann Van Helmholtz 1821-1894 فن هلمهولتز، هرمان

 .م. قPhythagoras 569-475 فیثاغورس
 Rudolf Carnap 1891-1970 کارناپ، رادولف
 Imanuel Kant 1724-1804 کانت، ایمانوئل
 Georg Cantor 1845-1918 کانتور، گئورگ

 Franchesco Cavalieri 1598-1647 کاوالیری، فرانچسکو
 Yohann Kepler 1571-1630 کپلر، یوهان

 Morris Kline 1908-1992 کلاین، موریس
 William Clifford 1845-1879 کلیفورد، ویلیام
 Thomas Kuhn 1922-1996 کوؤن، تومای
 Willard Quine 1908-2000 کواین، ویلارد

 Nicolaus Copernicus 1473-1543 کوپرنیک، نیکلاس
 Augustin Cauchy 1789-1875 کوشی، اوگستن
 Julius König 1849-1913 کونیگ، یولیس

 -Paul Cohen 1934 ن، پالکوه
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 Galileo Galilei 1564-1642 گالیله، گالیلیو
 Carl Gauss 1777-1855 گاوس، کارل

 Christian Goldbach 1690-1764 گلدباخ، کریستین
 Gerhard Gentzen 1909-1945 گنتسن، گرهارد

 Kurt Gödel 1906-1978 گودل، کورت
 John Locke 1632-1704 لاک، جان

 Imere Lakatos 1922-1973 توش، ایمرهلاکا
 Heinrich Lambert 1728-1777 لامیرت، هنریش
 Leibniz Wilhelm 1646-1761 لایبنیتز، ویلهلم

 Ivanovitch Lobachevsky 1793-1856 لباچفسکی، ایوانوویچ
 Hanri Lebesgue 1875-1941 لبگ، هانری
 Marie Legendre 1752-1833 لژاندر، ماری

 Jan Łukasiewicz 1878-1956 زیه ویچ، یانلوکا
 Leopeld Lwenheim 1878-1957 لوونهایم، لئوپلد
 Liouville 1809-1882 لیوویل، ژوزف
 Ernest Mach 1838-1916 ماخ، ارنست

 Colin Maclaurin 1698-1746 مکلورن، کالین
 Mulavi 1183-1251 مولوی

 John Stuart Mill 1806-1873 میل، جان استوارت
 Hermann Minkowski 1864-1909 مینکوفسکی، هرمان

 Isaac Newton 1642-1727 نیوتن، آیزاک
 John Wallis 1656-1753 والیس، جان
 Alfred Whiteead 1861-1947 وایتهد، آلفرد

 Karl Weierstrass 1815-1897 وایرشتراس، کارل
 Ludwig Wittgenstein 1889-1951 ویتگنشتین، لودویگ

 Wigner Eugene 1902-1995 ویگنز، اویگن
 Herman Weyl 1885-1955 ویل، هرمان
 Norbert Wiener 1894-1964 وینر، نوربرت
 Thomas Hobbes 1588-1679 هابز، توماس

 Godfrey Hardy 1877-1947 هاردی، گادفری
 Alhazen 1039-965 الهازن

 -Paul Halmos 1916 هالموس، پال
 Werner Hisenberg 1901-1976 رنرهایزنبرگ، و
 -Reuben Hersh 1927 هرش، روبن

 Georg Hegel 1770-1831 هگل، گئورگ
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 Arend Heyting 1898-1980 هیتینگ، آرند
 David Hilbert 1862-1943 هیلبرت، داوید





 
 واژه نامه

 
 
 
 

 Provable اثبات پذیر
 Logic positivism اثبات گرایی

 Inductive استقرایی
 Primitive term اصطلاح اولیه

 Undefined term اصطلاح تعریف نشده
 Choice of axiom اصل انتخاب
 Axiom اصل موضوع
 Entities اعیان، ذوات

 Platonism افلاطون گرایی
 Full-blooded Platonism افلاطون گرایی تمام عیار

 Euclidean اقلیدسی
 Humanism انسان گرایی

 Identity اینهمانی
 Atomic بسیط

 Achromatopsique بی رنگ بینی
 Perfect کاست، کامل بی

 Paradox پارادوکس
 Phenomenon پدیدار

 Pragmatism پراگماتیسم
 Paraconsistent پیرا سازگار

 Successor تالی
 Empiricism تجربه گرایی

 Analytic تحلیلی
 Synthetic ترکیبی
 Interpretation تعبیر

 Reducible تقلیل پذیر
 Monism تک گرایی
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 Categorical جازم
 Entity جوهر، هستی
 Pluralism چند گرایی

 Calculus حسابان
 Arithmetization حسابیدن

 Statement حکم
 Idealism ذهنی گرایی

 True راست، درست
 Tautology راستگو، همانگویی

 Truth راستی، ارزش، حقیقت، صدق
 Constructivism ساخت گرایی

 Consistency سازگاری
 Intuitionism شهود گرایی

 Forms صور
 Formalism صورت گرایی

 Formal صوری
 Rationalism عقل گرایی

 Continuoum hypothesis فرضیه پیوستار
 Deductive قیاسی

 Model الگو
 Algorithm الگوریتم

 Turing machine ماشین تورینگ
 Meta language ماوراء زبان

 Commensurable متوافق
 Equipolent متوافق
 Abstract مجرد

 Predicate محمول
 Decision problem )قطع(مسأله تصمیم 
 Epistemology معرفت شناسی
 Conceptualism مفهوم گرایی

 Many-valued logic منطق چند ارزشی
 Three-valued logic منطق سه ارزشی

 Fuzzy logic منطق فازی
 Log منطقیدن
 Non-Euclidean نااقلیدسی
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 Inconsistent ناسازگار
 Nominalism نام گرایی
 Systematic نظاممند

 Type theory نظریه انواع
 Correspondence theory نظریه تطابق
 Coherence theory نظریه توافق

 Appearance نمود
 Pattern نمونه
 Observation term شاهده ایواژه م

 Theoretical term واژه نظری
 Realism واقع گرایی

 Reality واقعیت
 Incidence geometry هندسه وقوع
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